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RESUMEN

En el desarrollo de la teoria relativa a las ecuaciones Diferenciales, Integrales e
Integro-Diferenciales, con frecuencia resulta de gran utilidad, el empleo de
ciertas desigualdades integrales e integro-diferenciales del tipo Gronwall-
Bellman-Bihari, para la demostracion de propiedades de las soluciones de
estas ecuaciones. En este trabajo se demuestran dos desigualdades que
generalizan resultados anteriores sobre esta tematica, las que posteriormente
son utilizadas para encontrar condiciones suficientes para las propiedades
cualitativas de: Acotacion, Atractividad y Crecimiento Lento de las soluciones
de un sistema Integro-Diferencial del tipo Volterra.



ABSTRACT

The present work deals with the qualitative theory of integral-differential
equations. The main aim is to obtain sufficient conditions in order to ensure
some qualitative properties of the solutions of a Volterra type integral-differential
system, as the boundedness, the attractivity and the slow growth. The method
employed here makes essential use of integral-differential inequalities of
Bellman-Gronwall-Bihari type, which are also obtained as an important part of

the thesis.
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INTRODUCCION

Las desventajas que se tienen en algunas ocasiones en la formulacion de
ecuaciones diferenciales a problemas fisicos y mecanicos, aunado a las
condiciones de frontera, da como origen volver a proponer lo anterior en
términos de una funcion desconocida bajo el signo de integracion.

En 1888 el profesor de la Friedrich-Wilhelms Universitat de Berlin, Paul Du
Bois-Reymond, designé como Ecuaciones Integrales a los problemas en los
que la funcién incognita, aparecia bajo un signo integral. Precisamente, las
Ecuaciones Integrales constituyen uno de los campos en los que la
Matematica actual se ha nutrido y se nutre, de fértiles y cruciales problemas,
las mismas han repercutido en su mas de un siglo de existencia, en variadas
ramas de la Matematica, entre las que se encuentran, entre otras, las
Ecuaciones Diferenciales, el Andlisis Funcional y la Teoria Espectral de
Operadores.

Las palabras siguientes de Du Bois Reymond, ilustran bien a las claras el
impacto de estas ecuaciones en el mundo matematico de la época:

“Las ecuaciones integrales me han surgido tan a menudo en la teoria de
las ecuaciones en derivadas parciales, que estoy convencido de que los
progresos en ésta han de estar ligados con el avance de aquella, sobre la
cual hoy por hoy, todo nos es desconocido”.

En 1872, Laplace, para dar solucion a determinadas ecuaciones diferenciales,

introdujo las siguientes funciones auxiliares:

f(x) = [ep(tpt)dt, g() = [t p(t)dt,

donde ¢ es la funcion incognita.

Liouville, Sturm y J. Misthal, operaron con ecuaciones integrales sin
mencionar este nombre. Los primeros resultados generales en esta direccion,
fueron obtenidos por J.M. Le Roux (1894) y V. Volterra(1896). Ambos
establecieron teoremas de existencia y unicidad para las soluciones de las

ecuaciones del tipo,

f(x)+ j k(t, x) f (t)dt = g(x),



mediante hipotesis adecuadas sobre el nucleo K. El trabajo de Volterra tuvo

una mayor influencia posteriormente, al destacar las propiedades algebraicas

del Operador, lo que permitié obtener la solucion en términos de una nueva
ecuacion integral de segunda especie, cuyo nucleo (o resolvente), viene dado
por la suma de la serie de los nucleos iterados.

Fredholm, realiz6 una visita a Paris en 1899, donde entr6 en contacto con los

principales matematicos de la época, entre ellos Poincaré. En 1900 publicé

una nota titulada "Sur une nouvelle méthode pour la resolution du
probleme de Dirichlet”, completada tres afios mas tarde con un articulo en

Acta Math., el que provoco un gran impacto en la comunidad matematica de la

época. En este articulo de 1903, Fredholm public6 su primer trabajo,

brindando un conjunto de importantes conclusiones, entre ellas, la conocida

Alternativa de Fredholm (ver por ejemplo, [Kra-Ki-Ma 82], [Mik71] y [Pet71]),

las mismas supusieron el punto de partida de la moderna Teoria Espectral de

Operadores, e influyeron decisivamente en el desarrollo posterior del Andlisis

Funcional. Estos resultados de Fredholm se extendieron rapidamente y

llegaron a Gottingen, haciendo que Hilbert se interesara vivamente por ese

tema, el cual entre 1904 y 1910 publicé 6 articulos sobre este topico.

A partir de los afios 50 del pasado siglo xx, se comienza a dedicar atencién al

estudio de Ecuaciones Integrales, en las que la funcion incognita estaba

también afectada por una derivada o un cierto operador diferencial, ecuaciones
gue son denominadas a partir de ese momento, como Ecuaciones Integro-

Diferenciales. No obstante, no es hasta los afios 70 que el estudio de diversas

propiedades cualitativas de las soluciones de ciertas ecuaciones Integrales

e Integro-Diferenciales se generaliza y una gran variedad de resultados son

obtenidos. Las técnicas utilizadas en dicho estudio y que se han mantenido

basicamente hasta nuestros dias, se pueden clasificar en tres grandes grupos,
lo que no excluye que en determinados trabajos, se combinen algunas de
éstas. Las técnicas que hemos hecho referencia, son las siguientes:

I. Las que se basan en el uso de Desigualdades Integro-Diferenciales del
tipo Bellman-Gronwall-Bihari, y propiedades inherentes al espacio
donde esta definida la funcion incognita

ii. Las que utilizan Funcionales de Liapunov y que son una extension a las

Ecuaciones Integrales e Integro-Diferenciales, de los procedimientos y



técnicas del Segundo Meétodo de Liapunov, para Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias.
ii. Las que usan herramientas del Analisis Funcional en general, y de la
Teoria de Operadores, en particular.
A patrtir de los trabajos de Bihari en los afios 60 del pasado siglo y el desarrollo
de la teoria de desigualdades diferenciales, se han logrado obtener diversas
generalizaciones y extensiones de conocidas desigualdades diferenciales,
las que han sido utilizadas con éxito en el estudio de diversas propiedades
cualitativas de las soluciones de ecuaciones Integrales e Integro-
Diferenciales.
Algunos de los trabajos que méas han influido en la segunda de las direcciones
sefaladas son [Yos 66a], [Bell-Coo 63], [Gro-Mi 73] y [Bur 85]; entre
otros, y con respecto a la ultima linea, uno de los textos que marco las
direcciones y métodos generales mas empleados en los afios siguientes, y que
aun mantiene su valor, es el [Kra-Sa-Pus-So 66], donde se expone un enfoque
unificado para el tratamiento de diversas problematicas que conducen a
problemas de fronteras no lineales para las Ecuaciones Integrales e Integro-
Diferenciales.
En los afios 60 y principios de los 70, un numeroso grupo de mateméaticos se
dedicO a este tema, una pequefia muestra es [Dri 62], [Cop 65], [Mill 71a],
[Gro-Mi 73b], [Sei 73] y [Gri-Sei 75], entre otros.
Actualmente, existe una amplia literatura respecto a la Teoria Cualitativa de
las Ecuaciones Integro-Diferenciales, que constituye una extensién de las
principales lineas de investigacion de esta Teoria, en el caso de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
Lo anteriormente expresado, muestra coOmo internacionalmente, es de gran
importancia y actualidad el estudio de diversas propiedades cualitativas de
las soluciones de diferentes Ecuaciones o Sistemas de Ecuaciones Integro-
Diferenciales tipo Volterra. En esta tesis en particular, se utilizardn como
modelo los sistemas dados en [Mah 87], los que a partir de estos momentos se

identificaran como:

X' (t) = A(t)x(t) +} B(t, s)x(s)ds + f (1), (1)
0



t
y'(t) = AQ) (1) + [ B(t, 5) y(s)ds, (2)
0

donde A(t) y B(t,S) son matrices cuadradas de orden N continuas,

N>, 0<S<t<+tw y f:[0,+0)—> R", escontinua.

Los elementos expuestos anteriormente, revelan el Problema Cientifico:
¢, Como continuar el desarrollo de la Teoria Cualitativa de los sistemas Integro-
Diferenciales (1)?

En correspondencia con el problema cientifico planteado, se ha propuesto

como Objetivo General, que es el tedrico fundamental de esta tesis, el

siguiente:

Determinar nuevas condiciones suficientes que garanticen un conjunto de

propiedades cualitativas de las soluciones del sistema Integro-Diferencial (1).

Este Objetivo General se le dard cumplimiento a través del logro de los

objetivos parciales que se muestran continuacion.

- Obtener nuevas desigualdades Integro-Diferenciales del tipo Bellman-
Gronwall-Bihari.

- Aplicar las desigualdades integro-diferenciales obtenidas y la férmula de
Variacion de los Parametros de Grossman y Miller, en la determinacién de
condiciones suficientes para garantizar la Acotacién, la Atractividad y el
Crecimiento Lento de las soluciones del sistema (1).

La Estabilidad y Estabilidad Uniforme para la solucién nula, asi como para la

Acotacion y la Acotacién Uniforme de todas las soluciones del sistema (2) son

resultados en desarrollo que podran ser vistos en posteriores trabajos.



APORTE CIENTIFICO Y VALIDACION DE LOS RESULTADOS

Se construyen dos desigualdades integro-diferenciales, que son extensiones o
generalizaciones de las obtenidas en [Pach77]. Las mismas se aplican en las
demostraciones de dos teoremas que son condiciones suficientes para la
Acotacién de las soluciones del sistema (1). De cada uno de estos teoremas
se infieren corolarios para la Atractividad y el Crecimiento Lento de dichas
soluciones.
Los resultados parciales de nuestra investigacion han sido expuestos en:
ESTRUCTURA DE LA TESIS
La Tesis consta de introduccion, dos capitulos, conclusiones, recomendaciones
y bibliografia.
El primer capitulo estd dedicado a exponer los aspectos tedricos
indispensables recogidos en la bibliografia consultada, los que sirven de
fundamentos para la obtencidon de los resultados que se muestran en el
capitulo II.
El capitulo Il estd compuesto por dos epigrafes, en el primero de ellos se
construyen nuevas desigualdades integrales e integro-diferenciales del tipo
Gronwall-Bellman-Bihari de forma similar a las obtenidas en [Pach 77] y
[Vel ]. Posteriormente, estos resultados muestran su utilidad en el epigrafe
2.2, en la obtencién de condiciones suficientes para la determinacién de la
acotacion, el crecimiento lento y la atractividad de las soluciones del

sistema (1).



CAPITULO |

Un trabajo fundamental en el desarrollo de la teoria cualitativa de las
ecuaciones integro-diferenciales tipo Volterra fue publicado en [Mill 71a]. Aqui

se considero el sistema:
t

X'(t) = AX(t) + [ C(t — s)x(s)ds, (0.1)
0

donde A es una matriz constante de orden nxn, n>1, C(t) es una matriz
funcional cuadrada de orden n, continua sobre [0,+oo), y se demostro el
siguiente resultado:

Teorema (Miller): Sea Ce Ll[O, + o). La solucion x=0 del sistema (0.1) es
asintéticamente estable de manera uniforme si y solo si toda solucién suya
esta en L1[0, + o).

Este trabajo ha servido de base a investigaciones posteriores, entre las que
se destacan:

- [Kri-Ter 88], donde se retomd la ecuacién abordada en [Mill 71a] y se

estudiaron condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales, existe una

matriz cuadrada D tal que X(t)— D € 1. Esta propiedad es usada para el

estudio de la existencia de soluciones periddicas, en la correspondiente
ecuacion perturbada.

- En [Kri 88] se determina para la misma ecuacion citada, una region de
estabilidad asintética uniforme, que incluye resultados anteriores de [Bra 78]
y [Jor 79], no solo en el caso escalar, sino también en el caso n-dimensional.
- [Bur-Hua-Mah 85], donde se precisan resultados sobre la convergencia a
cero de ciertas expresiones “pesadas”, que contienen a la funcion incognita y

su derivada.
t

-Parael sistema  x'(t) = A x(t) + [ C(t, s)x(s)ds, (0.2)
0

[Ruan 89] brinda condiciones suficientes para la estabilidad de la solucién
nula, mediante una descomposicion del sistema y una subsecuente

aplicacion de una Funcional de Liapunov.



--Algunos resultados de estabilidad segun Liapunov para la ecuacion (0.2),
con0<s<t<+w,donde Ay C(t,S) son matrices cuadradas de orden n, la

primera de ellas constante y la segunda continua, se presentan en [Tang
Wang 90], aqui se brindan algunos métodos de construccion de Funcionales
de Liapunov.

-- La ecuacion (0.2) con nucleo de tipo convolucion y "forcing” no lineal f(t, X),

X e RN, donde C es una matriz cuadrada de orden n, continua en | = {teR: t>
t,}, para la cual se cumple ademas, que |C(t)|<cexp(-Bot), >0, By>0,y

adicionalmente f(t, X) es una funcion n-vectorial holomorfa con respecto a
X, para HXH pequefia y tel, f(t, x)=O(|x|), para |[x| — 0, se analiza en

[Ser 91], donde se estudia la estabilidad de la solucion nula de dicha
ecuacion.

-- La consideracién de una cierta derivada "pesada" en el miembro izquierdo de
(0.2), permite estudiar diversas propiedades de acotacién y estabilidad en
[Mor 91].

-- El estudio de sistemas lineales de tipo Volterra de la clase de ecuaciones
(0.2) (tanto en el caso vectorial, como escalar con ndcleo de tipo convolucion),
se realiza en [Mur 92] y se brindan condiciones suficientes, en términos de Ay
C(t, s), para la estabilidad asintética uniforme de la solucién nula de estos
sistemas.

-- En [Mur 92] se analiza el comportamiento asintotico de las soluciones de la
ecuacion (0.2), cuyo nacleo es de tipo convolucion, estos resultados
generalizan los obtenidos en [Bur-Mah 83], [Gro-Mill 73] y [Mill 71a].

- Una variacion de (0.2) es la ecuacion,

t
X'(t) = A)X(t) + [K(t,s)x(s)ds + f (t), 0.3)

donde ae(- o, 0], t > a. Esta ecuacion se estudia en [Si-War 90] y se
establece una complicada desigualdad tipo Gronwall, para su analisis

cualitativo. Extensiones de estos resultados, se realizan en [Ham-Yos 90].



- La ecuacion (0.3), con f=0 y a =0, es considerada en [Hin-Mur 91],
donde A(t) y B(t, t + s) son cuasi-periddicas ent y se demuestra que la
solucion nula de ésta, es asintéticamente estable de manera uniforme si y

sélo si, la siguiente desigualdad es satisfecha:

t
Sup 1 R(t, o)+ [|R(t,s)ds p < +x.
0

t >ty >0

- Los sistemas indirectamente controlables de la forma,

t
c'(t) = ot) — [y = 1)p(s (1), M)dA,  (t>0),
0

donde ¢ una funcion continua, que satisface la condicion (0, t) = 0, son
estudiados en [Leo-Smir 88]. En este trabajo se brinda un nuevo criterio para
la convergencia a cero de las soluciones de este sistema, cuando t —— + oo.
El principal instrumento en la prueba, es el Método de las Estimaciones
Integrales a Priori.

- En [Jac-Kla-O 88], se estudia el comportamiento asintético de las

soluciones de la ecuacion,

t
YO =ty®) +[(h+pt+vs)ys)ds, y(0)=1
0

donde t > 0. Ademas t, A, L Y VvV son parametros reales tales que p + v = 0.
Para este propésito se utiliza una cierta ecuacion diferencial auxiliar y se
obtienen condiciones suficientes para la acotacion de las soluciones exactas
de dicha ecuacion.

- Dado el sistema,
t
x'(t) = x(t)B(t) +IX(S)k(t, s)ds + F(t),
0

donde F(t) es una matriz cuadrada continua de orden n, se estudia en [Mur-
Sli-Nar 88] el comportamiento asintético de las soluciones de este sistema,
cuya matriz B(t) no es necesariamente estable. Se obtienen estimaciones por

el método de las desigualdades integrales.

- En [Mah 89], se investigan sistemas integro-diferenciales de la forma,



t
X'(t) = Ax(t) + [ [C(t, s) + D(t—s) + K] x(s)ds,
0

donde Ay K son matrices cuadradas de orden n, C(t,S) es una matriz
cuadrada de orden n continuaen 0 <s<t<+ o, D(t) es una matriz cuadrada

de orden n, continuamente diferenciable sobre el semieje 0 <t < + «. Se
establecen condiciones suficientes para que todas las soluciones del sistema
tiendan a cero, cuandot — + .

- El estudio de la convergencia asintética en ecuaciones integro-diferenciales
semilineales, se aborda en [Fitz 90], en el marco de un espacio de funciones
continuas uniformemente acotadas. Un estudio similar habia sido realizado
en [Tang 89].

- Tres teoremas de comparacion para la oscilacion de las soluciones de
ecuaciones integro-diferenciales de tipo Volterra-Stieltjes, se brindan en [Zhi
923a], los que generalizan los obtenidos en [Min 83]. En [Zhi 92b], se discute
extensivamente la oscilacién de las soluciones de ecuaciones del tipo antes
mencionado y se obtienen nuevos resultados, que difieren de los logrados en
[Min 83].

- En [Par-Nis 92] se dan condiciones suficientes para la oscilacion, no-
oscilacion y el comportamiento asintdtico de la ecuacion,

t

X'(t) = f(t)—ja(t,s)g(s, X(s)ds, x(0) =xq, t=ty, 1 =[04o0],
0

donde f:l >R, g:IXR—> R, a:l 2_ R, son continuas en sus argumentos

y satisfacen las condiciones a(t,s)=0 paras>t y a(t,s)>0, para s < t.
- Usando Transformadas de Laplace en [Wu 93] se encuentran condiciones

suficientes bajo las cuales:

La ecuacion integral de Volterra de tipo convolucion,

t n
X(t)=f(t)+]> aj(t—s)(s—r)ds, t=0,
oi=1

La ecuacion integral en diferencias,



m tn
xt) =3 pixt-o;)= FO)+] D ajt—s)(s—r)ds, t=0,
j=1 0i=1

y la ecuacion diferencial,

% X(t)+ipix(t“’j) +3 4 (t=s)(s—1,)ds = f(t), para t=0
=1 i=1

donde f eC(R™,R), & eLjpc(R"), 1,0i,0j €R parai=1,2,.,n.

j =1, 2, ..., m; poseen determinadas propiedades cualitativas.
- En [Wu 95] se investiga la existencia de soluciones positivas para la ecuacion

integro- diferencial:
t
X'(t)+ [ P(t,s)x(g(s)ds =0, t=0,
0

donde, PeC( R'x R", R") y geC( R", R"). Ademas g es derivable,
g(t) <t, parat € (0,400) y lim g(t) = lim [t — g(t)] = +o.
t—o0 t—oo

- El estudio de la existencia y unicidad de las soluciones para el problema de
Cauchy y problemas de contorno para ecuaciones Integro-Diferenciales de
primer orden, es abordado por ejemplo en [Nto-Sta 94 a], [Nto-Sta 94 b], [Nto
97], [Nto-Sta 97], [Nto 98 a], [Nto 98 b], [Nto-Sta 98]. En [Nto-Sta 99] se
estudia el mismo problema para una ecuacion Integral y en [Nto-Sta 2000] se
obtienen resultados para una ecuacion Integro-Diferencial de segundo orden.

- En [Nik 97] se estudian las propiedades de las soluciones de la ecuacién

1
Integral Ia(t)f(tx)dt = f(ax), 0<x<1 donde a:[0, 1] > R es no negativa e
0

integrable y g € ] 0,1].
- El comportamiento asintético y la acotacién de las soluciones de la

ecuacion Integro- Diferencial tipo Volterra,

t t
X'(t) = At)X(t) + [ C(t, s)x(s)ds +[ G(t, s, x(s))ds + f (t),
0 0



se aborda en [Xu 97]. Aqui X e RM, A(t) y C(t,s) son matrices cuadradas de
orden n, continuas y f(t) es una funcién n-vectorial, la funcién G(t, s, x(s)) es
el parametro desconocido con respecto a X(S).

- Condiciones explicitas para la estabilidad de la solucién nula de una de una

ecuacion Integro-Diferencial lineal de coeficientes periddicos, se obtienen en

[Dro 99].

- En [Pach 2000f] se establecen nuevas desigualdades integrales las que son

aplicadas en la obtencioén de condiciones suficientes para la acotacion de una

cierta ecuacion Integro-Diferencial dada.

Resultados que han influido decisivamente en la conformacién de nuestra

Tesis, son los obtenidos en [Pach 76, 77], [Mah 87] y [Har-Yon-lto 90 b].

e En [Pach76i] se buscan condiciones suficientes para garantizar la
acotacion, el crecimiento lento y la atractividad de las soluciones de la

ecuacion,

t
X'(t) = Ax(t) +I B(t—s)x(s)ds +x(t)H(t, x(t), o(t)), x(0) = Xq,
0

donde o (t) = f(t)+jk(t,s)x(s)ds, O<t<+o, AYyB(), son

\

matrices cuadradas de orden n. Ademéas x,H, o,f y k, son funciones

vectoriales con n componentes.

La técnica de trabajo consiste en la construccion de una cierta desigualdad
integral o integro-diferencial y la utilizacion de la Formula de Variacion de
los Parametros de Grossman y Miller [Gro-Mill 70a], que expresa la solucion
de esta ecuacion y en [Pach77j], se obtienen un conjunto de desigualdades
integro-diferenciales del tipo Bellman-Gronwall-Bihari. Entre ellas, las que a

continuacion se sefalan:

e En[Mah 87] se consideran los sistemas integro-diferenciales:

X' (t) = A(t)x(t) +} B(t, s)x(s)ds + f (t), y Y'(©)=At)y(t) +IB(t,S)y(S)ds,
0 0



donde A(t) y B(t, s) son matrices cuadradas de orden n continuas, n >1,

0<s<t<+w y f[0, +w0) > RN, continua.

Diferentes tipos de estabilidad para la solucion nula del sistema:
t
X' (t) = AQ)x(t) + [ C (t,s, X(s))ds,
0

donde A(t) es una matriz cuadrada de orden n, continua en [0, + ) y C(t, s,

X (s)) es una funcion vectorial n-dimensional continuaen 0<s<t<+w, Xe

RN, son obtenidas en [Har-Yon-Ito 90 b]. El principal instrumento de trabajo
es la Formula de Variacion de los Parametros.

e Tomando como premisa que las soluciones del sistema,

t
y'(t) = AQ)Y(®) + [ C(t, 5)y(s)ds,
0

sean uniformemente acotadas y finalmente uniformemente acotadas, en
[Har-Yon-Ito 89 a] se obtienen condiciones suficientes para que las soluciones

del sistema,
X'(t) = A{t)x(t) +}c:(t, s)x(s)ds + f (t).
0

cumplan las mismas propiedades cualitativas que el sistema no perturbado.

Lo anteriormente expresado, muestra coOmo internacionalmente, es de gran
importancia y actualidad el estudio de diversas propiedades cualitativas de
las soluciones de diferentes Ecuaciones o Sistemas de Ecuaciones Integro-
diferenciales tipo Volterra, en particular utilizaremos como modelo los
sistemas dados en [Mah 87], los que a partir de estos momentos los

identificaremos como:

X' (t) = A(t)x(t) +} B(t, s)x(s)ds + f (t), (1)
0

t
y'(t) = AQ)Yy(t) + | B(t, 5)y(s)ds, 2
0



En [Pach77j] fueron demostrados varios teoremas que son basicos en la
obtencién de los resultados que se expondrdn en el primer epigrafe del

siguiente capitulo, entre ellos.

Teorema A.
Si x'(t) <a(t)+ b(t)jc(s)[x(s) +Xx'(s)]ds,
0
paratodo t € |.
Entonces, X'(t) < a(t) + b(t){jc(s)[A(s) +B(s)]exp ﬁc(f)[b(r) ~1]d Ti|d8}, para
todo t € l.

t
Donde A(t) = x(0) +a(t) + [ a(s)ds,
0
t t
B(t) = [c(s)A(s)exp { [[b(x) +c(r) + b(r)c(r)]dr}ds
0 S

Teorema B.
t *

Si X'(t)<k+ j b(s)X'(s)[x(s) +X'(s)|ds, keR., paratodotel.
0

Entonces,

[x(0) +k]exp s gs|

X'(t) <kexp }b(s)
0

1-[x(0) + k]j exp 7 b(r)dr

t
Donde J'b(r) exp tdt < [x(0) +k] ™, paratodo t € I.
0

Aqui intervienen un conjunto de funciones
continuas x(t) >0, (x(0)=0), x'(t)>0, a()=0, b(t)>0, c()=0y
ademas n7(t) es positiva y monoétona no decreciente, definidas en el

intervalo | =[0, + o)



CAPITULO I

En la primera parte de este capitulo se construiran desigualdades y luego el
siguiente epigrafe se utilizardn las mismas, para obtener condiciones
suficientes para la acotacion, el crecimiento lento y la atractividad de las
soluciones x(t) del sistema (1). A lo largo de este capitulo se tomara en
consideracion un conjunto de funciones que cumplen las mismas

caracteristicas que las definidas en [Pach77j] asi como el intervalo donde se

define t.

Construccion de Desigualdades integrales e integro-diferenciales de tipo
Gronwall-Bellman-Bihari.
La primera utilidad de las desigualdades que se obtendrdn a continuacion,

consiste en que las mismas permiten obtener mayoraciones para las funciones

desconocidas X(t) y X'(t), en términos las funciones dadas.

Teorema 1.1

a(t)
1-a(t)

Si X'(t) <

X(t) +b(t) j o

a(s) :
a(s) [x(s)+ x'(s)]ds. (1.1)
paratodo t e |

y ademas se cumple que0<a(s) <a(t) <1, paratodo0<s<t.

Se tendra que:

X(t) < X, + exp[F(t)]j E(s)exp [- F(s)]ds. (1.2)

e E(t)=1sz((tt)) y F(t):jr*(fl)ﬂf()r;llm(r)}dr.

Demostracion

De (1.1) se infiere que



X'(t) < a(O)[x(t) + X' (©)]+ b(t)[L — a(t)]j a8) 1y(s)+ x'(s)]ds

> 1—a(s)
X'(t) < a(t)[x®) +x' )]+ b(t)j'a(s)[x(s) +x'(s)]ds (1.3)
3
Sea, m(t) =ja(s>[x(s)+ x'(s)]ds, (1.4)
Asi, m(0)=0 y m'(t)=a(t)[x(t)+x(t)] (1.5)

De (1.1), (1.3) y (1.4) se obtiene que:
X'(t) <m'(t) + b(t)m(t) (1.6)

Por otra parte, integrando (1.6) desde 0 hastat, resulta que:

X(t) < x(0) +m(t) + j b(s)m(s)ds. (1.7)
0
Sustituyendo (1.6) y (1.7) en (1.5) es valida la desigualdad

m'(t) < a(t){x(O) +m(t) + jb(s)m(s)ds +m'(t) + b(t)m(t)} ,

por lo que:

m'(t) < 1f S()t) {X(O) +m(t) +j;b(s)m(s)ds + b(t)m(t)} . (1.8)

Sea, V(t)=m(t) + j b(s)m(s)ds, (1.9)
]

Entonces V'(t) =m'(t) + b(t)m(t) (1.10)

De (1.8), (1.9) y (1.10) se obtiene facilmente la estimacion:

o | a@)b(t) +1] x,a(t)
V(1) s{l_a(t)+b(t)}v(t)+E(t), para E() =" 0.

yasi vO<[E@) eXp{ | {Wm(v)}dr} ds. (1.11)

S



a(7)[b(r) +1]

+Db(z) |dz, entonces de (1.11) y de esta ultima
1-a(r)

Hagamos F(t) = j{
igualdad, se deduce la siguiente relacion,
v(t)sem[F(t)]IE(s)em[—F(S)]dS- 1.12)
Finalmente de (1.7), (1.9) y (1.12) se infiere que:
X(t) < x(0) +v(t) < x(0) + exp[F(t)]j E(s)exp[-F(s)]ds

3
como se queria.

Teorema 1.2

Si X'(t) < x(t) + 'tf b(s)X'(s)[x(s) + X'(s)ds, (2.1)

0

Paratodo tel.

t
1
Donde !b(z’) exp 27t < 24(0) paratodo t € |.

Entonces,

X(t) < X©) 2.2)
1-2x(0) Ib(s) exp sds

Demostracion

Designemos por M(t) el miembro derecho de (2.1), de esta forma m(0) = x(0)
y ademas,

m'(t) = X'(t) + bR)X' ([ x(t) + X' (t)] < m(t) + bt)m(t)[x(t) + m(t)] (2.3)
Obsérvese de (2.1) que X(t)<m(t). Por lo tanto, integrando esta ultima

desigualdad desde 0 hasta t se obtiene:
t

X(t) < x(0) + I m(s)ds. (2.4)
0

Ademas, si se tiene en cuenta que X(t)<m{) y (2.4), esinmediata la

desigualdad:



m'(t) <m(t) + b(t)m(t){x(O) +m(t) + j m(s) ds}.

m'(t) < [b(t) +1]m(t){x(0) +m(t)+ [ m(s) ds} (2.5)
0
Sea, V(t) = x(0)+ m(t) +im(s) ds. y v(0)=2x(0) (2.6)
Sustituyendo en (2.5) la estimacién (2.6) se obtiene:
m'(t) < [b(t) +1V2(t) 2.7)
Luego de (2.6), V'(t) =m'(t) + m(t) (2.8)
Entonces, de (2.6) y (2.7) se obtiene
V(1) < [b(t) + 1 (t) + v(t) 29)
Resolviendo la ecuacién diferencial (2.9) se tiene que:
2x(0)expt
v(t) < t (2.10)

1— 2x(0)_[ [b(s) +1]exp s ds |

Volviendo a (2.5) y usando (2.10)
2x(0)exp t
t
1—2x(0) _[[b(s) +1]exp sds
0

m'(t) < [b(t) +1jm(t)

22((0) ad (2.11)

MO < foct) +1]
m(©) 1-2x(0) [ [b(s) + exp sds

Integrando desde Q0 hastat esta ultima desigualdad (2.11) resulta que
x(0)
t

1-2x(0) j b(s) exp sds
0

m(t) <

Como X(t) <m(t)

Finalmente se tiene (2.2)



x(t) < X(0)

1-2x(0) j b(s) exp sds

Como se queria.

2.2 Andlisis de la Acotacion, Atractividad y Crecimiento Lento de las
soluciones de un Sistema Integro-diferencial tipo Volterra con el uso de
desigualdades del tipo Gronwall-Bellman-Bihari.

Uno de los métodos de trabajo para el estudio de diversas propiedades
cualitativas de las soluciones de los Sistemas Integro-Diferenciales tipo
Volterra, consiste en construir desigualdades integrales e integro-diferenciales
de tipo Gronwall-Bellman-Bihari.

En esta seccion se establecen y se demuestran, los principales resultados del
trabajo, los mismos estan referidos al enunciado y demostracion de
condiciones suficientes, que aseguran el cumplimiento de algunas propiedades
cualitativas de las soluciones del sistema (1). Estas propiedades estan
referidas al acotamiento, la atractividad y el crecimiento lento de dichas
soluciones.

A continuacion, precisamos algunos de los conceptos basicos, que seran

usados posteriormente.

Paraun ty >0 y una funcién continua ¢: [0 ,to]—> R", una solucién del

sistema (1) es una funcién X: [0, + oo)—> Rn, gue satisface este sistema para
t>t, ytal que X(t) =o(t), para 0 <t <ty. Bajo las condiciones establecidas, el
sistema (1) tiene solucién Unica, denotada por X(t,ty,#), o simplemente X (t) .
La solucién X(t) =0 del sistema (2) se llama solucién nula. Las soluciones del
sistema (1) que satisfacen la condicion inicial x(0) =X, estan dadas por la

Formula de Variaciéon de los Parametros:

t
X(t) = R(t, 0)xq +j R(t,s) f (s)ds, donde R(t,s)
0



es una matriz cuadrada de orden n que satisface la ecuacién

t
%:_R(t’S)A(S)_.[R(t'U)B(U’S)dU, R(t,t) =1

s
Para detalles, ver a Grossman and Miller en [Gro-Mill 70a].

A continuacién precisamos tres definiciones, las que facilitaran la comprension

de los resultados que se expondran en lo adelante.

Definicién 1.1. Una funcion continua x(t) es lentamente creciente si y solo si

para todo o >0, existe una constante M > 0(que puede depender de « ), tal

que [x(t) <Mexp(at).

Definicién 1.2. Para una funcién ¢ e C ( R+) yteR_ , se define la norma de

+l
esta funcién por, ||<1>||tO = méx{|¢(t)|: 0<t<ty }

Definicion 1.3. La solucién x(t) del sistema (1) es atractiva, si para todo to >
0, existe do > 0,

tal que si ¢ ||tO <8, entonces |x(t;tg,¢)) >0 cuando t—>-o.

Mostremos ahora, cdmo es posible utilizar las dos primeras desigualdades
obtenidas en el primer epigrafe de este capitulo, en la demostracion de los
Teoremas 2.1y 2.2. En estos se dan condiciones suficientes para garantizar la
acotacion de las soluciones del sistema (1). Ademas, de cada uno de estos
teoremas se obtendran dos corolarios, el primero de ellos relativo a la
atractividad de estas soluciones y el segundo de estos, a su crecimiento
lento. Adicionalmente, para el caso del primer teorema se ofrecera un ejemplo,
donde se muestra la aplicacion de los mismos en la determinacion de la
acotacion de las soluciones, ademéas, que la clase de las funciones

X(t) (soluciones del sistema (1)), que satisfacen las premisas impuestas, es no

vacia.



Teorema 2.1

Sea x(t) solucion del sistema (1), tal que su derivada x'(t) sea una funcién

continua. Supéngase que se satisfacen las siguientes condiciones:

AR(t,9)
e f(s)

@) <bt)a(s)|x(s)| +x )]

(b) [R'(LO)X(0)|+| f (©)] < a®)|x(s)| +|x ()

+00
©) j A0 g <o
3 1-af(t)

d) F(t)<kq, ke R: donde F(t) esta dada en el Teorema 1.1

Entonces, X(t)esta acotada.

Demostracion

t
Dado que X(t) = R(t,0)x(0) + [ R(t,s)  ()ds.
0

oR(t,s)
py f(s)ds+ f(t).

t
Derivando X(t), X'(t) = R'(t,0)x(0) + _[
0

Aplicando la desigualdad triangular:

t
X' <[R'¢€.0)x(0)+ [

O%f(s)dsﬂf(’t)\

AR(t,s)
ot

y (0) [R'(t,0)x(0)] +| f (V)] <a®)[x(s) |+| x($)]] queda:

f(s)| <b@®as)[x(s) |+| x(s)]

Luego aplicando las condiciones (a)

t
X @] <a®[x(s) [+] x©)[}+bt)[aE)[x()|+x(s)]ds.
0

Utilizando esta ultima desigualdad y los resultados del Teorema 1.1, se
obtiene:

t
X(0)| <[x(0) +exp[F (t)] f E(s)exp[- F(s)]ds.
0



x| a(t) _tla@)b(z)+1]
Donde E(t)_m y F(t)-! ~ i) +b(z) |dr

+00 a(t)
0 1-a(t)

Las condiciones (c) dt <+oo, (d) F(t) <k; ylarelacion (1.13)

nos permiten asegurar que X(t) esta acotada.

Con el siguiente ejemplo, se mostrara la utilidad del teorema precedente en la
determinacion de la acotacién de la solucién X(t) gue satisface la condicién
inicial x(0)=Xx,, de una ecuacién integro-diferencial dada, para la cual no es

posible determinar directamente su solucién, ni tampoco extraer conclusiones
sobre su acotacién. Ademds, se ilustrard que la clase de funciones que
satisfacen las exigencias del teorema, es no vacia. Estas mismas
consideraciones son aplicables a cada uno de los ejemplos correspondientes a

los restantes teoremas del capitulo.

Ejemplo

| (3_ exp(—t)j

. 2
Dada la ecuacioén escalar, x'(t) =-2x(t) +'[ x(s)ds+ f (t), sea f(t)
0 t(z_ expg_ S)j

una funcion continua, que satisface las siguientes condiciones:

(@) 2]/ )]
9

>

(1)

1t
1+ = | f(s)ds
3£ (s)

@ 9—39xp(—t)+h3—exp(—t+s)]f (s)ds 23(f(t)expt+2j.

2
En particular, la funcién f (t) = — e (—2t) satisface las exigencias (1)y (2).

Probemos que la solucién X(t) que satisface la condicion inicial x(0) =3, esta

acotada.



En efecto, de acuerdo con los datos que disponemos no es posible analizar
directamente la acotacion de X(t).

El resolvente asociado a la ecuacion integro-diferencial viene dado por ,
3 1
R(t,s) = 5 —Eexp(—t +3),

N \f(t)\exp(Zt).
2

9 3
Por otra parte, de (1) se obtiene que, §+ 2-[ f(s)ds+ f(t)
0

Luego,
9 3 3 3 1 t 1 ‘
E—Eexp(—t)+5exp(—t)+5£ f(s)ds+5exp(—t)£exp s f(s)ds—Eexp(—t).([exp s f(s)ds+ f(t)>
, |f ()] exp (2t).

2

Agrupando convenientemente resulta la desigualdad,

{B—%exp(—t)}?ﬂri B—%em(—t+s)}f(s)ds}+

§ f(t) |exp (Zt).
2

>

3 t1
Ee><p(—t)+£iexp(—t+s)f(s)ds+ f(t)}

De acuerdo con los datos que disponemos la expresién anterior es,

>

t t
[R(t,O)x(O) + j R(t,s)f (s)ds] +[R'(t,0)x(0) j % R(t,s)f(s)ds+ f (t)]
0 0

. (1) |exp (2t)
2

Es decir,

x x> 02

. por lo tanto 2UX(’[)‘+ X'(t)‘]z‘f(t)‘exp(Zt).

3)

Es inmediato de (3) que, ;exp (—t+3)f(s) < exp(-t)exp (=) x®)| +[x'®)]




Seleccionemos b(t) =

3exp(-t) _ 2exp(-t)
Ty Y=y

f(s)

precedente puede escribirse como,

AR(t,s)
ot

que es la premisa (a).

De (2) se infiere que,

[3 Low (ct )}.34 B—;exp (—t+s)}f(s)ds

2 2 )

- 9
con los datos podemos escribir,

R(t,0)x(0) + j R(t,s) f (s)ds

por lo que, x(t)zgf(t)exp t+j. Asi,

HOE §e><p(—t)

entonces,
‘R'(t,O)X(O)‘ + ‘ f (t)‘ < a(t)‘X(t)‘ es decir se cumple (b).

1
1-a(t)

<3

2
Dado que O<a(t) < 3 entonces1<

+o0

] a(t) T2 .
Asi, dt <3| —exp(-t)dt=2 ,que es la premisa (c
i ll_a(t) £3 Xp (~t)dt = 2 < +o0, qu premisa (c)

Por otra parte,

- 2exp (-1) [3e><p(-r) 1

. Entonces, la desigualdad

<bya(s)[|x(s) +x'(s) ]

3 9
> E\f(t) e HZ y de acuerdo

3
> —|f(t t+—,
>2\ (t) |exp +g

2 }+3e><p(-f)

t
F(t) = I[a(rl)_b(:);l] b(r)}dwg >

1_ 2exp(-1) 2
3

Consecuentemente

F(t) < j 2 exp (-t){BeXg(_T) +1} + 3ex';('r) dr <5.

De esta forma se cumple (d), que es la ultima de las premisas exigidas.




Corolario 2.1.1

Sien el Teorema 2.1 se agrega la condicién adicional:
(e) Existen M, S e R: tales que, M >1 y  Bx(t) < (M -1)x'(t), y se

cambian las premisas (a) y (b), por las siguientes:

() ‘GR(ts)f() _b@

—=a(s)[[x(s)|+[x'(s) + Ax(s)[lexp[-B(t - s)].

(b”) ‘R' (t,O)X(O)‘Hf(t)‘ < %[‘X(S)H‘X'(S)‘], respectivamente.

Entonces, x(t)—— 0 cuando t—— +o0.
Demostracion
De las premisas (a’)

aR(L,S) ¢ | b(t)
‘ pr f(s) <

a(S)IJX(S)\ [X'(s)+ Bx(s)lexp[-B(t-s)] vy (b)

‘R' (t,O)X(O)‘+‘f(t)‘ S%[‘X(S)H‘X'(S)‘] y la Férmula de Variacion de los
Parametros, se infiere que:

K©/ep(a1) < S TX(E)+ X (&ew (89 + ) [a@E)+ X+ X0 lop(s9)ds

Por tanto:

t
exp(ft) < %x(t) exp(ft) + %ja(s)[x(s) exp(s) + [x(s)exp(B )] }ds.
0

t
exp(BY) < a()x(t) exp(BY) +b(t)[ a(s)[x(s) exp(53) +|[x(s) exp(B9)] }ds.
0

De la condicion (e) es inmediato que:

MIX @) exp(80) = [ O]+ A Jexp(80 > [xOexp(s0] |

Luego, de las dos ultimas desigualdades, se obtiene la siguiente estimacion:

t
X3 (0)] < a1 (0] + b(t) [ a(s)[xa ()| + |xq (s)]] .
0

Donde X (t) = x(t)exp(ft) y x1(0) = x(0)



Solo hace falta aplicar el Teorema 1.1y las premisas (c) y (d) del Teorema 2.1,
*
para garantizar que ‘Xl(t)‘ <K, donde Ke R+ y esto significa que

x(t)— 0, cuando t—> +oo .M

Corolario 2.1.2

Supongase que se cumplen las premisas (c) y (d) del Teorema 2.1, las
condiciones (e) y ( b’) del Corolario 2.1.1 y ademas,

R3) (o b()

ot a(s)[x(s)|+[x' (s) ~ Bx(s)lexp[B(t —3)]

@)

Entonces, la solucion X(t) del sistema (1) es lentamente creciente.

Demostracion
De la Formula de Variacion de los Parametros y las premisas (b’) y (a”) se

deduce que:

a(t) [‘

\X’(t)\exp(—ﬂt)ﬁv X(s)|+ X' (s)lexp(—A 1) + Ia(S) X()|exp(—B5) +|X'(s) — BX(s)| exp(~Bs) s

es decir,
X’(t)em(—ﬂt)ﬁal\(/lt)[X(S)+X'(S)]exp(—ﬂt)+ ) [a)[x(s)exp(=55)+ [x(s)op(~p9)] ks
De la condicion (e) se sigue qué

exp(—t) = [x'(t)|+ Ax(V)Jexp (- 1) > > [x()exp(-pt)]

Por consiguiente, de las dos ultimas relaciones, se obtiene la desigualdad:

x;(s)|] ds

X((t) <a(t) (1) [+b(t) [a (s)[x,(s) +

Donde x(t) =x(t)exp(=4t) 'y x,(0)=x(0)

Ahora, de acuerdo con el Teorema 1.1 y las premisas (c)y (d) se puede
*
asegurar que,[x () <K ,KeR,, lo que es equivalente a

X(t) <Kexp(Bt), como se queria.

Teorema 2.2

Sea x(t) solucién del sistema (1), tal que su derivada x'(t) sea una funcién

continua. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:



<b(s)X'(s)[x(s)] +[xX'(s)]

AR(t,5)
. f(s)

(b) |[R'(t,00x(0) +| f ()| <[x(t)|

(@) ‘

+00
(© [ b(r)exp2wdr=k<
0

Entonces, x(t) esta Acotada.

2x(0)

Demostracion

t
Dado que X(t) = R(t,0)x(0) + [ R(t,s)  (s)ds.
0

oR(t,s)
a1 f(s)ds+ f(t).

t
Derivando x(t), se tiene que X'(t) = R'(t,0)x(0) +I
0

Aplicando la desigualdad triangular:

t
X' <[R'¢€.0)x(0)+ [
0

f(s)

5R(tt’ ) £ (s)ds+|f 1)

R(t,5)
ot f(s)

y 0) [R'(t.0)X(0) +|f () <|X(t), queda:

< b(s)x’(S)UX(S)‘ + x’(s)\],

Luego aplicando las condiciones (a)

t
X'(t)] <[x@)[+ J' b(s)x'()[|x()|+ [x'(s)|[ds.
0

Utilizando esta ultima desigualdad vy los resultados del Teorema 1.1, se

obtiene:
X(0)| < ‘)i(O)‘
1-2|x(0)| j b(s) exp sds
0

De acuerdo con la condicion (c) la solucion x(t) esta Acotada.



Corolario 2.2.1
Sien el Teorema 2.2 se agrega la condicién adicional:
*
(d) Existen M, BeR, talesque, M>1 y  Bx(t) <(M-1)x(t).yse
cambian las premisas (a) y (b), por las siguientes:

oR(t,s)
PraiC)

(a) < bl\(/IS)[X(S)+X'(S)+,6’X(S)]e><p[—ﬁ(t—5)]

(b”) ‘R' (t,O)X(O)‘+‘f(t)‘ < ‘)i\(/l—t)‘ respectivamente.

Entonces, x(t)—— 0 cuando t—— +o0.

Demostracion

OR(t,s) ¢ (S)‘ < b(s)[X(s)| +[x'(s) + Ax(s)[1exp[-B(t —5)]
ot B M

De las premisas (a’) ‘
[x(®)
M

infiere que:

(b) |R'(t,0)x(0)|+[f(t)| < y la Formula de Variacion de los Parametros, se

t
jb(s)ﬂx(s)\ +[x'(s) + 8 x(s)|Jexp( s)ds
Ix(t)|exp (B1) L0

M M

X'(t) exp(St) <

Por tanto:

t
[o(s) (XS exp(59) + [x(s)exp(s)] s

x'(t) exp(ﬂt)§—|x(t)|e:/lp(ﬂt) + 0 Y
t

M X (0) exp(B1) < X(D]exp (B1) +] b(s)[|x(s)| exp(B) +{[x(s) exp()] Hds
0

De la condicion (d) es inmediato que:

X (©]exp(80) = [x ]+ Aix(OlJexp () > [xD exp(sD]

Luego, de las dos ultimas desigualdades, se obtiene la siguiente estimacion:

M

t
X )] <[xa (O] + [ B(S)[[% ()] +[x1 (5)]] .
0



Donde X4 (t) = x(t)exp(Lt)y Xq(0) = x(0).
Sdlo hace falta aplicar el Teorema 1.2 y la premisa (c) del Teorema 2.2, para
garantizar que |x(t)| <K, donde Ke R, 'y esto significa que X(t)—> O,

cuando t—— +o0.

Corolario 2.2.2
Supongase que se cumplen la premisa (c) del Teorema 2.2, las condiciones
(d)y (b’) del Corolario 2.2.1y ademas,

oR(t,s)
ar 16

(a”) < bl\(/IS)[X(S) +X'(s) + Ax(s) lexp[ B(t - 5)]

Entonces, la solucién X(t) del sistema (1) es lentamente creciente.

Demostracion
De la Férmula de Variacion de los Parametros y las premisas (b’) y (a”) se

deduce que:

t
[o)[x()|+x'(5)+ 8 x(5)Jexp (- )ds

Kjep-py< R A0

M

}b(S)[IX(S)Iem(ﬂS)+‘[X(S) (-] i

Por tanto: |x'(t)|exp(—,3t)g|x(t)|®¢% , 0

M

M

t
X(O]exp(-1) < O]exp (1) +[b(s) [X(S)exp(9) + [x(s) exp(-5)] [
0

De la condicion (d) es inmediato que:

M

X(0)]exp(—pt) = [X )]+ A Jexp (- 4) = [X (1) exp(= 1) - Ax(t) exp(— ) = [x(t) exp(~51)]

Luego, de las dos ultimas desigualdades, se obtiene la siguiente estimacion:

t
Xq (1)) <% (V)] + [b($) x4 (5) +[x{ (s)]] .

0
Donde Xq(t) = x(t)exp(St) y X1 (0) =x(0)

Aplicando el Teorema 1.1y la premisa (c) del Teorema 2.2, para garantizar que

‘Xl(t)‘ <K, donde K ¢ R: luego ‘X(t)‘ <Kexp(ft), como se queria.



CONCLUSIONES

La realizacion de este Trabajo de Diploma permitié incursionar en el estudio de
una importante rama de la matematica que es la teoria cualitativa de las
ecuaciones integro-diferenciales.

La preparacion tedrica estuvo encaminada al conocimiento de desigualdades
integrales e integro-diferenciales de tipo Bellman-Gromwall-Bihari, asi como su
utilizacion para demostrar propiedades cualitativas de las soluciones de una
ecuacion o sistema de ecuaciones integro-deferencial.

Se lograron construir dos desigualdades del tipo antes mencionado. La primera
de ellas generaliza resultados de [Pach 77j].

Estas desigualdades son utilizadas posteriormente para demostrar dos
teoremas y cuatro corolarios que son condiciones suficientes para el
Acotamiento, la Atractividad y el Crecimiento Lento de las soluciones de un
sistema integro-deferencial tipo Volterra, ademas de proponerse un ejemplo
que garantiza que el conjunto solucibn de una ecuacién o sistema de
ecuaciones integro-deferencia no es nulo.

Por tanto, se considera que el objetivo trazado en esta investigacion fue
cumplido adecuadamente.



RECOMENDACIONES

Se recomienda, a manera de continuacion, el uso de las herramientas que
aparecen en [Har-Yon-Oka 81] para la obtencion de otras propiedades
cualitativas de las soluciones de un sistema integro-deferencial tipo Volterra
tales como la Estabilidad y Estabilidad Uniforme para la solucion nula, asi
como para la Acotacion y la Acotacion Uniforme de todas las soluciones del
sistema (2). Resultados referentes a este topico pretenden ser aplicados a
posteriores desigualdades integrales e integro-diferenciales de tipo Bellman-

Gromwall-Bihari que se encuentran en desarrollo.
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