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Resumen

En este trabajo se obtiene un teorema de tipo Plemelj-Privalov para funciones
de Lipschitz con exponente mayor que uno en superficies suaves. Se generaliza
al caso de orden k el planteamiento del problema del salto para funciones
polimonogénicas y se hallan condiciones para su solubilidad. Se demuestra
una generalizacién del teorema de Liouville para funciones polimonogénicas.



Abstract

In this work we give a generalization of Plemelj-Privalov theorem for the
classes of Lipschitz with exponent greater than one on smooth surfaces. We
give conditions of solvability for the polimonogenic jump problem. We prove
a generalization of Liouville theorem for polimonogenic functions.
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Introduccion

Las &lgebras Clifford fueron introducidas en 1878 William Kingdom Clif-
ford (1845-1879) y constituyen una generalizacién multidimensional de los
nimeros complejos. Estas permiten manipular algebraicamente conceptos
geométricos, lo cual ha hecho posible importantes aplicaciones de estas a la
geometria, la computacién y la fisica tedrica. (véase [8]).

Las funciones con valores en algebras de Clifford constituyen el objeto de
estudio de la moderna teoria de funciones conocida como anélisis de Clifford.
La primera monografia dedicada a esta teméatica fue publicada por Brack,
Delanghe y Sommen en 1982. Otros resultados pioneros se deben a Dixon,
Moisil y Teodorescu, Fueter, Iftimie y Hestenes.

El andlisis de Clifford juega un papel fundamental en la resolucion de
problemas de contorno en espacios euclidianos de alta dimensién; entre los
cuales se encuentran los clésicos problemas de Dirichlet y Neumann, muy
conocidos dentro de la fisica-matematica. Otros problemas asociados a sis-
temas de ecuaciones en derivadas parciales de importancia dentro de la
matematica y fuera de ella son los problemas del tipo Riemann-Hilbert (R-H)
(véase [12] ).

Una herramienta analitica que ha sido usada con éxito en la soluciéon de
los problemas de tipo R-H es la transformada de Cauchy. Es por ello que el
estudio de su comportamiento en la frontera del dominio constituye un paso
previo e imprescindible en la resolucién de estos problemas.

El planteamiento de los problemas de tipo R-H se ha extendido ya a
orden superior, lo cual ha conllevado naturalmente a la introduccién de las
funciones polimonogénicas o funciones monogénicas de orden k, las cuales
conforman el nicleo de un operador obtenido al iterar k& veces el operador de
Dirac cléasico.

La reconstruccion de una funcion polimonogénica a partir del salto que
esta experimenta en una superficie dada en R™ (problema del salto) tiene
como antecedente el de reconstruir una funcién analitica en el plano com-
plejo conociendo el salto que experimenta a través de una curva dada. En
un lenguaje algo més general, este fue uno de los famosos 21 problemas pre-



sentados por el insigne matematico alemén David Hilbert en el Congreso de
Matematicos celebrado en Paris en 1990. Los primeros reportes aparecidos en
la literatura que intentaban dar soluciones parciales a este problema conocido
actualmente como problema de Riemann-Hilbert, se deben a Plemelj (1905),
Rohrl (1957). Finalmente Bolibruch (1989) demuestra que el problema de
R-H no es soluble en su formulacién original.

El problema del salto para funciones polimonogénicas ha sido investigado
por varios autores, entre ellos Begehr ([3]), el cual asume que el salto estd
dado por una funcién continuamente diferenciable en la clausura del dominio
interior a la superficie, en este caso la solucién es la transformada de Cauchy
polimonogénica de la funcion dada.

Un caso mas general es aquel en el cual el salto esta dado por una funcién
que pertenece a una clase de Lipschitz con exponente mayor que uno. Estas
funciones constituyen una clase mas amplia que la de las funciones continu-
amente diferenciables en conjuntos cerrados.

Una acotacion del médulo de suavidad de la transformada de Cauchy de
primer orden de una funcién de Lipschitz con exponente mayor que uno en el
caso bidimensional fue dada por Dyn’kin en 1979 (véase [6]). Este resultado
tiene como corolario el hecho de que los valores de frontera de la transformada
de Cauchy pertenecen a la misma clase de Lipschitz que la funcién dad sobre
la frontera.

No existe un andlogo n-dimensional de este resultado de Dyn’kin. La
generalizacion procedimiento usado por Dyn’kin para probar ese resultado
en el caso bidimensional presenta un conjunto de obstaculos que es necesario
esquivar en el caso cliffordiano. Entre estas dificultades se encuentran las
siguientes:

e La multiplicacion en las dlgebras de Clifford de dimensién mayor que
dos no es conmutativa.

e El producto de dos funciones monogénicas no es en general una funcion
monogénica.

e Los polinomios en el andlisis de Clifford no son en general funciones
monogénicas.

La definicién de las clases de Lipschitz con exponente mayor que uno
dada por Stein en [13] estd estrechamente ligada al concepto de médulo de
suavidad dado por Dyn’kin en [6]. El médulo de suavidad permite definir
clases de funciones mucho mas generales que las de Lipschitz.

El concepto de modulo de suavidad emerge de la teoria de la aproximacion
local, cuando se trata de encontrar el polinomio de aproximacién 6ptima de



grado k para una funcién continua dada véase [15], [14], [11] y [10]. En [6]
Dyn’kin da una variante de la definicién de clase generalizada de Lipschitz
usando el polinomio de interpolacion de Lagrange.

La presente tesis se ocupa del caso de las funciones de Lipschitz con
exponente mayor que uno, y el problema de investigacién se formula como
sigue. jQué propiedades de frontera cumple la transformada de Cauchy
polimonogénica en las clases de Lipschitz con exponente v > 17

El objeto de investigacién es la transformada de Cauchy polimonogénica
y el campo de accin es la transformada de Cauchy polimonogénica en las
clases de Lipschitz con exponente mayor que uno.

El objetivo es determinar propiedades de frontera de la transformada de
Cauchy polimonogénica en las clases de Lipschitz con exponente v > 1, lo
cual conduce a la formulacion de las siguientes preguntas cientificas :

e ; A qué clase de Lipschitz pertenece la transformada de Cauchy polimonogénica
en las clases de Lipschitz con exponente v > 17

e ;FEl producto de dos funciones k-monogénicas es una funcion k-monogénica?

e ;Se cumple un analogo del teorema de Liouville para funciones k-
monogénicas?

e ;Se cumple un andlogo del teorema de Painlevé para funciones k-
monogénicas?

e ,Cémo generalizar el planteamiento del problema del salto para fun-
ciones k-monogénicas y salto de Lipschitz con exponente v > 17

e ;Bajo qué condiciones la solucion del problema del salto para funciones
k-monogénicas y salto de Lipschitz con exponente v > 1 es tinica?

Las respuestas a las preguntas planteadas se obtienen a través del cumplim-
iento de las siguientes tareas:

e Resolucion del problema del salto de orden k para funciones de Lips-
chitz con exponente v > 1.

e Determinacion de la clase de Lipschitz a la cual pertenecen los valores
de frontera de la transformada de Cauchy polimonogénica en las clases
de Lipschitz con exponente v > 17.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos basicos y las ideas funda-
mentales del andlisis de Clifford que se usan en las demostraciones de los



teoremas fundamentales de la tesis. En particular, se exponen los resultados
bésicos sobre las clases de funciones de Lipschitz con exponente mayor que
uno, asi como la definicién y propiedades bésicas de la extension de Whitney
de orden k asociada a una funcion de esta clase.

En el capitulo 2 se presenta un teorema sobre la unicidad de la solucién
del problema del salto para funciones polimonogénicas, asi como una gener-
alizacion del teorema de Liouville para funciones polimonogénicas, un lema
sobre el producto de funciones polianaliticas en el caso complejo y un con-
traejemplo que muestra que para funciones polimonogénicas no se cumple la
afirmacion del teorema de Painlevé que se cumple para las monogénicas.

En el capitulo 3 se presenta un teorema de tipo Plemelj-Privalov para
funciones de Lipschitz con exponente mayor que uno sobre superficies suaves
en R,



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las nociones basicas de las algebras de Clifford
reales, asi como una breve revisién de los principales aspectos del Analisis de
Clifford que se utilizan en lo que sigue.

1.1 Algebras de Clifford

Sea R%™ (m € N) el espacio vectorial real R™ provisto de una forma cuadratica
no degenerada de signatura (0,m) y sea (e;)"; la base ortogonal corre-

spondiente para R%™. Entonces Ry,,, el dlgebra de Clifford universal sobre

R%™ es un 4lgebra real lineal asociativa con identidad, tal que los elementos

e, t =1,...,m, satisfacen las reglas basicas de multiplicacion

ei=—1,7=1,...,n;

€i€j + €€ = O, 1 7é ]

Para A = {i1,...,i} C{l,....m}con 1 < i3 < iy < -+ < i <M,
pongamos e4 = e;e€;, - €;,, mientras para A = ), ey = 1 (el elemento
identidad en Ry ,,). Entonces {e4 : A C {1,...,m}} es una base para R .

Para 1 < k < m, con m fijo, el espacio Rgf,)n de los k-vectores o multivec-
tores de grado k en Ry ,,, se define como

k
R((),T)n = spang(es : |A| = k).
Claramente
m
k
Rom = Z @Ré,v)n'
k=0
Asi, cada elemento a € Ry, puede ser escrito de forma tnica como

a=lalo+[a|l; + -+ [a]m
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donde [Ji : R, — Rgf}t denota la proyeccién de Ry, sobre R

0,m*
Si se identifica el vector (z1,...,2,) € R™ con el nimero de Clifford
T = 2211 e;x;, entonces R™ puede ser considerado como subespacio de Ry ,.

La conjugacién se define como @ := ) , as€a, donde

1= (—1DFe;, ---ei,ei, si ea= e, e, .

Entonces, para x € R", tenemos que
rT=7x = |z|%

Por medio de esta conjugacién es posible proveer a Ry, de la norma eu-
clideana |a|?> = [a@)y. Y si tomamos |a|? = 2™|a|? se obtiene entonces un
algebra normada.

1.2 Analisis de Clifford basico

El Analisis de Clifford estudia las funciones definidas en dominios de R™,
m € {n,n + 1} y que toman valores en R". Sea E C R™ un conjunto aco-
tado, entonces C%*(E) representa la clase de Holder compuesta por funciones
continuas u con valores en Ry, para las cuales

sup{|u(z) —u(y)|: |z —y| <6, x,y € E} < cd*.

El Analisis de Clifford se concentra especialmente en las llamadas fun-
ciones monogénicas, que se definen como aquellas pertenecientes al nicleo
del operador de Dirac en R™:

Dz = i eﬁxz
=1

Este operador es una extensién natural al espacio R™ del operador complejo
de Cauchy-Riemann. La funcién u con valores en Ry ,,, que en algtin abierto
) C R" satisface la ecuacion

D,u =0 (uD, =0) (1.1)

se dice monogénica a la izquierda (a la derecha) en 2. Por comodidad usamos
el término "monogénica” en lugar de "monogénica a la izquierda”. Una
funcién monogénica a ambos lados es la soluciéon fundamental del operador
de Dirac, dada por
1 z m
e(x) = ———, € R™\ {0}.
Am

[
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donde A,,, denota el drea de la esfera unitaria en R™.

La funcién e(x) juega en el Andlisis de Clifford el mismo papel que el nicleo
de Cauchy en el Andlisis Complejo. Sea €2 es un dominio acotado en R™
con frontera suave I' y u continua en I'. Usando este ntcleo se definen los
siguientes operadores singulares integrales.

Tov(x) = / e(y — 2)o(y)dL™ () (1.2)

donde L™ denota la medida de Lebesgue m-dimensional.

Cru(zx) = /e(y —z)n(y)u(y)dl'y, z € R™\ T, (1.3)
Sru(z) = /e(y —z)n(y)u(y)dl'y, x € T, (1.4)

donde dI', denota el diferencial de area y n(y) es el vector normal unitario
exterior a Q en y €I

Se cumple que Cru es monogénica en R™ \ T

Por otro lado, si la funcién w, continua en Q, es ademds monogénica en
), entonces:

 Ju(x), e
Cru(z) = { 0, zeR\T, (1.5)
: la cual es también conocida en el Andlisis de Clifford como férmula de

Cauchy.
M4s generalmente, si v € C'(Q) y D,u € L*(f2), entonces se obtiene la
siguiente versién cliffordiana de la férmula de Borel-Pompeiu

u(z), el

0, =x€R"\Q, (1.6)

Cru(x) — ToDyu(z) = {
Lema 1.2.1 (Férmulas de Plemelj-Sojotski). Sea u € C%*(),0 < a < 1.

Entonces

Clu(z) = %(Ip + Sr)u(x) (1.7)
Cru(z) = %(—Ip + Sr)u(x) (1.8)

donde Cfu(x) yCru(x) denotan respectivamente los valores limites de Cru(z)
al aproximarnos a I' desde ) y desde R™ \ €.
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1.3 Funciones de Lipschitz con exponente mayor

que uno

En esta seccién se exponen las principales propiedades de la clase de funciones
sobre las cuales se desarrolla el presente trabajo.

Definiciéon 1.3.1 Una funcion real u, definida en un conjunto cerrado F,
se dice que pertenece a la clase de Lipschitz Lip(vy, E) si ezisten funciones
u, 0 < |7 <k definidas en E, con u'® = u, y tales que si

| LG+
W@ = 3 Wy Ry (19)

i<k
entonces [u)(x)| < M and Rj(z,y) < M|z —y|"~ V! para 2,y € E y |j] < k.

Aqui 7 y | denotan multi-indices. Para funciénes cliffordianas se tiene la
siguiente definicién.

Definicién 1.3.2 Sea E un conjunto cerrado en R™™' y w una funcién
definida en E la cual toma valores en Ry ,,, w =Y uasea, A C {1, 2, ..n}.
A

La funcion u pertenece a la clase Lip(~y, E) si cada una de sus componentes
fa pertenece a dicha clase.

. ., u(j+l)(y)
Para mayor brevedad introduzcamos la notacién Pj(z, y) = Z| i<k T

I
y)l y Phy=7P.
En el caso en que F' = R" y u € Lip(y, R"), u es continua y acotada,
y tiene derivadas parciales continuas y acotadas hasta orden k. Ademas
57 : .
Con el propésito de construir una extensién de u € Lip(y, I') a una

funcién de Lip(~y, R™ presentamos la siguiente particion de un conjunto abierto,

la cual constituye la base del procedimiento para extender la funcién u a todo
el espacio.

1.3.1 Particion de Whitney

En lo adelante denotaremos por F un conjunto cerrado en R™*! y ' su
complemento. Entendemos por cubo un cubo cerrado en R"*!', con lados
paralelos a los ejes coordenados. Dos cubos se llaman disjuntos si sus interi-

ores son disjuntos. Para un cubo @ denotamos por diam(Q) su didmetro y
dist(Q, F) la distancia de @) a F.

11
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Teorema 1.3.1 Sea F' un conjunto cerrado dado. Entonces existe una coleccion
de cubos F, F ={Q1, Q2, ..., Qk, ...} tal que

(1) JQr =9 = F©.
(2) Los Qy son disjuntos dos a dos.
(3) diam(Qy) < dist(Qr) < 4diam(Qy).

Las constantes c1 y co son independientes de F'. En efecto, podemos tomar
c1=19yc=4.

Consideremos los puntos con coordenadas enteras en R"*!. Estos puntos
determinan una malla M, la cual consiste en una coleccién de cubos de
lado 1 cuyos vértices son puntos con coordenadas enteras. A partir de M,
es posible construir una cadena infinita de mallas { M} donde M, =
27 M. Luego cada cubo de la malla M, se puede dividir en 2"! cubos
bisecando sus aristas y de ese modo se obtiene My, ;. Los cubos de la malla
M, son de lado 2% y didmetro v/n + 127*.

Consideremos ademas los conjuntos €2 definidos por € = {z : 27% <

dist(z, F) < ¢27%*1} donde ¢ es una constante positiva. Evidentemente
= U

k=—00>

Hagamos una seleccién inicial de los cubos, y denotemos la coleccién
resultante por Fy. Nuestra seleecion fue hecha de la siguiente forma. Con-
sideremos los cubos de la red My, en la cual cada cubo es de arista aprox-
imadamente igual a 27%, e incluyamos un cubo de esta red en JFj si este
intersecta a €2;. La distancia de cada punto de ) a F' es aproximadamente
igual a 27%. Tenemos que

Fo=|HQ e Mi:Qnay # ¢}
k

Luego,
Je=a
QEeFo

Para cada cubo @) € Fy consideremos el cubo maximal de Fy que lo con-
tiene. Este cubo maximal es unico (véase [13]). Sea F la coleccién de cubos
maximales de Fy. Estos cumplen las propiedades del Teorema 1.3.1.

Decimos que dos cubos son vecinos si sus fronteras tienen una interseccion
no vacia.

Sea (Jr un cubo cualquiera de F. Denotemos por z" su centro y por I
la longitud de su lado. Evidentemente diam(Qy) = v/n + 1. Fijemos un e
tal que 0 < e < %. Sea Qi = (1 + €)[Qr — z*] + 2*. Entonces Q. C Q.

Se cumplen las siguientes proposiciones (véase [13]).

k
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Proposicién 1.3.1 Sean Q)1 y Q2 dos cubos vecinos. Entonces

idiam(Qz) < diam(Q1) < Adiam(Q>).

Proposicién 1.3.2 Sea Q) € F. Entonces en F hay como mdzimo N = 12"
cubos vecinos de Q).

Proposicién 1.3.3 Sea Q € F. Cada punto de F€¢ esta contenido en N
cubos de los Q}, como mdximo.

1.3.2 Extension de Whitney

El siguiente teorema de extensién de Whitney para estas clases de funciones
constituye una poderosa herramienta en los problemas de contorno y en par-

ticular para la investigacion de las propiedades de frontera de la transformada
de Cauchy.

Teorema 1.3.2 Sea k un entero no negativo, k < v < k+1, E un conjunto
cerrado en R™' y u € Lip(T, E), v, |i| < k sus funczones asociadas,
u®) = u. Entonces existe una funcion u € Lip(I', R"™) la cual cumple las
siguientes propiedades.

(1) m(m) =ul)(z), z € E.

(2) [u(z

) — P(z,a)| < |z —a|’, z e R™* a € E.

(3) [u9)(z) — Pj(x,a)| < clz — a7V, 2 e R*™ a € E, |j| <
(
(

(4) a9 (z)| < e, |§] < k.

(5) |09 ()| < e(dist(z, B)) "',z e B, |j| = k+1.

Veamos como se construye la extensiéon de Whitney. En primer lugar se
construye una particién de la unidad de la siguiente forma.

Sea Qg el cubo de lado 1 centrado en el origen. Fijemos una funcién
p € C®tal que 0 < ¢ < 1, p(z) = 1 para todo = € @y, y ¢(x) = 0 para
x ¢ (14 €)Qy. Sea gy la funcién ¢ adaptada al cubo @y, es decir

JZ—ZEk

pla) = o(FT).

De aqui se deduce que pi(x) =1siz € Qry ¢(x) =0siz ¢ Q. Ademas
se cumple la siguiente desigualdad

13



() pu(a)] < eldiam(Qu) " (1.10)

donde a es un multindice y ¢ es una constante que solo depende de «. Para
x € F°¢ definimos

prle) =g @)

donde ®(z) = > ¢i(z). Ademds
k

> ila), we F- (1.11)

Como consecuenencia de la desigualdad 1.10 (véase [13]) se obtiene la sigu-
iente

(g a)| < eldiam(@u)) (1.12)

Consideremos el conjunto F'y la familia de cubos {Qy} dados en el Teorema
1.3.1. Para cada cubo @} fijemos un punto py € F' tal que dist(Q, F) =
dist(Qg, pr). Este punto existe ya que F' es cerrado.

La extension de Whitney de f € Lip(y, F) se define de la siguiente forma.

E(fD)=fO%), zeF (1.13)
E(f9) = Z P(z, p;)¢i(z), © € F°. (1.14)

Después de haber presentado los conceptos basicos de Anélisis de Clifford, ya
estamos en condiciones de pasar a presentar llas respuestas a las preguntas
cientificas planteadas.

14



Capitulo 2

El problema del salto para
funciones polimonogénicas

Este capitulo estd dedicado a la solucién del problema del salto para funciones
polimonogénicas, que se resuelve a través de la transformada de Cauchy
polimonogénica.

2.1 La transformada de Cauchy de orden £k

En esta seccién se introduce la transformada de Cauchy de orden £ para fun-
ciones de Lipschitz con exponente v, k < v < 1, asi como algunas propiedades
especiales de las funciones polimonogénicas. Una funcién u(z) definida en un
dominio abierto €2 se denomina polimonogénica de orden k o k-monogénica
si DFu = 0 en . Las funciones (k + 1)-monogénicas estan estrechamente
relacionadas con las funciones de la clase Lip(y, I'). Esta relacién se mani-
fiesta claramente en e problema del salto que consideramos a continuacién.
Para mayor brevedad en el planteamiento de este problema introduzcamos
la siguiente notacion.

Sea u € Lip(v, ), k <y <k+1yu, |j| <k sus funciones asociadas.

Sea épu = 4(0.0::0,1.0.--0) donde el 1 aparece en el lugar p-ésimo del multindice.
. ntl
Sea Du = ) e,0pu.
p=1

Un ejemplo de funcién k-monogénica es la transformada de Cauchy de
orden k de una funcién u € Lip(y, I')

k
Clu(z) = Z CTu(z) (2.1)
m=1
donde

15



Cru(z) = [ TEna(€ = In(© Dru(©)an’ ) 22)
()" - o)

Epi(x) = ol

 mlon|€ — 2|

(2.3)

La formula de Borel-Pompeiu usual encuentra una generalizacién natural al
caso de orden superior (véase [3]).

Teorema 2.1.1 Sea v € Lip(v, '), k < v < k+ 1 y u la extension de
Whitney de orden k de u. Entonces

i(2) = Chu(:) + TaBu(é — 2)Dia(e) (2.4)
donde
TaDbu(€) = / By (¢ — =) DY) (2.5)

es la transformada de Teodorescu de orden k de Dfﬂ(& ).

2.2 El problema del salto de orden &

El problema del salto para funciones polimonogénicas consiste en lo siguiente.

Sea T una superficie cerrada suave en R"! la cual acota un dominio Q
simplemente conexo y sea u € Lip(y, '), 1 < k<~vy<k+1,k<n+1.
Hallar una funcion ® k-monogénica en R"™\ T que cumpla las siquientes
condiciones de contorno.

(D™®)T(€) — (D™®) (€) = D™u(E), m=0,1,2, .., k—1 (2.6)
D"®(c0) =0, m<k—1 (2.7)

donde F* y F~ denotan los valores limites de F por dentro y por fuera de
r.

De la férmula de Borel-Pompeiu de orden k 2.5 y el Teorema 2.20 de [16]
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1 La funcién U(z) = Chu(z) es solucién del problema del
salto.

De este hecho surge como genralizacién natural de la transformada de Hilbert
usual la siguiente transformada de Hilbert de orden k.

A~ A J’_ A —
Hy =[Cy] +[Cr]

16



Teorema 2.2.2 La solucion del problema del salto 2.6 es unica.

Demostracion. Es evidente que el problema se reduce a probar que para el
caso en que u es idénticamente igual a cero, la solucién del problema del salto
es la funcién nula en todo el espacio, y solo esa. Probémoslo por induccion
completa sobre k. Consideremos primeramente el caso £k = 1. Este caso
es precisamente el problema del salto usual, el cual tiene solucién tnica en
virtud del teorema de Painlevé y el de Liouville. En el caso de la funcién
nula como salto, la solucion es evidentemente la funciéon nula. Supongamos
que la solucién es tunica y es la funcién nula para k = r. Consideremos el
caso k = r + 1. Haciendo el cambio de variable ¥ = D®, las dltimas k£ — 1
condiciones de contorno forman un problema de salto nulo de orden r, el cual
como habiamos supuesto tiene como tnica solucion ¥ = 0, es decir, D® = 0.
Ahora, de la primera condicién y de D® = 0, resulta que & = 0 porque este
es precisamente el caso usual considerado en el inicio de induccién. H

El siguiente teorema constituye una generalizacion del teorema de Liou-
ville usual.

Corolario 2.2.1 Sea f una funcién k-monogénica en todo Rk <n+1,
tal que D™® esta acotado para todo m < k — 1. Entonces f es constante.

Demostracién. Sea I la esfera unitaria en R"*! y 4 una funcién k-monogénica
y acotada en R"™!. Entonces esta funcién en el infinito se reduce a una con-
stante. Ademas es solucién de un problema de salto nulo de orden k para
la superficie I' y la restriccion de v a I'. Como ya habiamos probado que la
solucién de este problema es tnica, entonces u es constante. W

Observaciéon 2.2.1 Es natural prequntarse si se cumplird o no que toda
funcion bianalitica y en R"™\T y continua en R™ es analitica en R™™ (lo
cual seria una posible generalizacion del teorema de Painlevé). La respuesta
es que en general esto no se cumple. Como contraejemplo podemos tomar la
funcion C‘%u — Cru en el andlisis complejo.

Observaciéon 2.2.2 El producto de dos funciones bianaliticas no es en gen-

eral una funcion bianalitica.

Se cumple ademas el siguiente lema, el cual se deduce directamente al
aplicar el operador de Cauchy-Riemann al producto de dos funciones bianaliticas.

Lema 2.2.1 El producto de dos funciones bianaliticas en el andlisis complejo
es una funcion bianalitica si y solo si al menos una de ellas es bianalitica.

Como hemos visto hasta aqui, el problema del salto para funciones polimonogénicas
presenta particularidades esencialmente distintas al caso de las monogénicas.

Sin embargo, muchos resultados encuentran generalizaciones naturales y un
ejemplo de ello es el que presentamos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Generalizacion del teorema de
Plemelj-Privalov

En este capitulo se obtiene un teorema de tipo Plemelj-Privalov para las
clases de Lipschitz con exponente mayor que uno. Este teorema constituye
una generalizacion del teorema de Plemelj-Privalov clasico sobre la invarian-
cia de las clases de Holder con respecto al operador singular integral sobre
superficies suaves.

Aqui y en lo adelante denotamos por ¢ una constante positiva arbitraria.
Usamos el hecho de que toda superficie suave es AD-regular. Denotamos por
B(z,r) una bola cerrada con centro x y radio r, U(x,r) denota el interior
de esta bola. Una superficie AD-regular I' es aquella para la cual existe una
constante positiva ¢ tal que para toda bola B(x,r)

" <H' (TN B(z,r)) <c ", €T, 0 <r <d= diam(T) (3.1)

Denotamos por ¢(I') la mayor constante posible en 3.1. Para z € I' introduz-
camos ademas las notaciones

L(z,r1,m) ={y € R"™ v <y — 2| <o}

A(r) =H"(T' N L(z,r,5r)).
Sea Q el dominio abierto interior a I' y €/ = R"*!\ Q. Consideremos el
semianillo A = Q' N L(z, 2r4r).
La demostracién del teorema fundamental del presente capitulo se basa
en el uso del siguiente lema que aparece en [1].

Lema 3.0.2 Sea z € ', 0 < r < %l y 0 < e < 7. Entonces eristen las re-
giones Sp, S, ..., Sy con H™(05,) < 400 las cuales satisfacen las siguientes
propiedades.
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(a) S;N8;=¢ parai#jyUp, =2
(b) Para todo y € Sp, dist(y, I') > €
(c) Ezisten puntos v, € S, NT tales que S, C B(z,, 2¢), ¢=1,...,N.

(d) Eziste una constante c tal que
N
D HM(08,) < eXu(r).
q=1

El aporte de este capitulo se concreta en el siguiente teorema.

Teorema 3.0.3 Sea I' € R una superficie suave y cerrada, que acota un
dominio Q simplemente conezo, u € Lip(y,T'), k < v < k+1, k < n.
Entonces Ctu € Lip(v, Q).

Demostracién: Sea z; € 2, z € QN U(z, 26). Haciendo uso de la férmula
de Borel-Pompeiu de orden k, tenemos que

Cliu(z) = / Ey(€ — 2)DEa(€)de, (3.2)
J

donde ' = R™1\ Q y % denota la extensién de Whitney de orden k de w.
Consideremos el polinomio

L) Clu(z)
P(z, 2) =Y %(z — ) (3.3)
li|<k
Basta probar que
|Cru(z) — P(z, 20)| < |z — 2o|” (3.4)
y . . .
097 Cfu(z) — PY(z, 20)| < clz = 20|77, 15| <&, (3.5)
donde 0. Clu(zo)
. .o Cru(2
POz, z) = > %(z — 2. (3.6)
|5+HI<k

Notemos que

0% Cru(z) = 8 / Ey(& — 20)DETMu(€)dé = / (0D E(€ — 20)) DEF(E)dE.

P4
(3.7)
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Entonces

a,g?uj Ey(§ — 2)DEF(€)dg)
P(z, z) = Z 4 I (2 — 2) =

1<k
= [ 3 o s — )10k )
o i<k

~ [ Qe Dl a6,

donde

Q(z, 20) Z I ZO D (z — ).

<k

Chu(z) — Pz, z0)| = | / (By(€ — 2) — Q(z, =) DEVG(€)de.

1= [(Be~2) - Qe z)IDE T e
Q/
Entonces I = I; — I, + I3 donde

L= [ Ble-20b e

'NB(20,20)

[ QG i

Q'NB(z0,26)

h= [ (B2~ Qe 2D

Q\ B0, 20)

Ahora procedemos a acotar |I1|. Si dist(zp, I') > 26 entonces I; = 0. Por
eso, asumiremos que dist(zg, I') < 26. Consideremos los semianillos

A, =(22776,27"5), m=-2,-1,0,1,... (3.8)
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donde 2 es un punto de I' tal que |z — 2| = dist(z, I'). Entonces I} = Y Iy,
donde

nol =1 [ BleapiueE <e [ epdise 1) e
AmNU (20, 296) AU (20, 26)
(3.9)
Sean S,, j =1, 2, ... N las regiones correspondientes a A, con r = 27714,

€= % : _;"\:;j)_ Luego Iy ,, = zq:fl’m,qa donde

Ty = / Ey(€ — 2)DE1(8).
SqNU (20, 26)

Para acotar |I1 0|, notemos que para £ € Sy se cumple que € < dist(§, I').

~

Por otro lado, [ — z| > 3|¢ — (2)| v |£ — 2| = r. Consecuentemente,

1 2n

E.(é—2)<¢-——<e-—.
Be =2 <o <o

Haciendo uso de la desigualdad (véase [13])

|DMG(E)| < edist(é, T) 1

resulta .
DF
1 mo] < ¢ % <
—z
SoNU (zo, 26)
dist(&, )1 €Ykl
<o [ I ugee [ Cu<
SoNU(zo, 29) SoNU (zo0, 25)
y—k—1
< cTTn_]C "t =cr?,

ya que, en virtud de la AD-regularidad de I' se tiene que A\;(r) < 7y
c1r L € < cor.

Sea & € S, NU(z, 20) y T(£,£*) el polinomio de Taylor de orden k
centrado en £* de la funcion u vista como funcién de n variables reales. Como
z ¢ Q) y es evidente que el polinomio 7" de grado k es (k 4 1)-monogénico,
por la férmula de Borel-Pompeiu de orden £ se tiene que

Ty = / E(€ — 2)n(€) DE@(E) — T(E.£7))dH" (€).

8(SqNU (20, 25))
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Como u € Lip(vy, R™), el polinomio T'(&, £*) coincide con el polinomio de tipo
Stein de orden k correspondiente a wu, la cual tiene derivadas parciales hasta
orden k en R™ (véase [13]). Ademas,

I DE((E) — T(€,67)] < cle — € < et

Luego,
DE@(€) —T(E, &
[ 1mgl <c | £< |(§)_ Z|n§ : ))|dHn(§) <o’ / dH"(§).
A(S4NU (20, 25)) A(S,NU (20,26))

N N

> lamal <3 [ ol

7=1 I=1 9(8,nU (20, 26))
Luego,

N
Lim] < e + 177 () HM(0S,) + 2H™ (A N OU (2, 26))) <
j=1

<ar? +er? <o’ < e(27m719).

hi<eY @) <o

m=—2

La acotacién de |I3| se realiza por un procedimiento similar al que se usé
para para acotar |[y].

I = / Q(z, 20, E)DEV(E)de.
QNU (20, 26)

Ahora procedemos a acotar |I5|. Si dist(zp, I') > 20 entonces I, = 0. Por
eso, asumiremos que dist(zg, I') < 20. Consideremos los semianillos

A = (%, 27™5,27™H8), m= -2, —1,0, 1, ... (3.10)

L= Im

Evidentemente

donde

AL U (0, 26)
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Sean S,, j =1, 2, ... N las regiones correspondientes a A, con r = 27™71§,

€= % Ter Luego Iy => 11 m 4 donde
q

Loy — / Q= 20, €)DE(E).
S4NU (20, 26)

Primeramente acotaremos Is ,,9. Notemos que para £ € Sy se cumple que
e < dist(&, I'). Por otro lado, € — 20| = 216 — (20)| ¥ |€ — %0 > 7. Ademas,

Q(z, 20, § E ,zo §— 20) Z—Zo E Qi(2,20,&)
i<k |k|<l

1 2"
| 20 Ek(f - Z0)| sc \5 — Z0|n—k+\l| Sc yn—k+l|

12 — 20]" < efz — 2" < oM.
Por otro lado, tenemos que
| DE ()] < edist(€,T) 7!

Sea

Lot = / Qulz, 20,€) DEHu(€)de.

SoNU (zo0, 26)

IZ,m,O = E [2,m,0,l

i<k

D) |51
<ec | ¢ u(§)| <
’5 _ ZO’n—k+|l|
SQﬂU(Zo,Q(;)

Entonces

<ol / pr=n=1=ll|ge| < eglllyr=Il.
SoNU (zo, 26)
[ Iymo| < c Z Sltpy=lil
1<k

Acotemos ahora |Is, 4], ¢ = 1, 2,..., N por el mismo procedimiento usado
para acotar |Ij ,,|. Usando la férmula de Gauss clifforddiana,

Tyg = Z | QG 9D D e - T NN ©)

=09(5,nU (20, 28))
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Sl
|Ql(27 20, S)Dz‘ < Crn—k+|l|+s :

Lymgl < ¢y oM 1=294(9(S, N U (20, 20))).

ll|<k

N N
S gl <3 8IS 94(9(S, N U (20, 26))).
g=1 q=1

1<k

Luego,
- —m—157-1l
o] < ) 071 elliamm=ts? i
li|<k

Por tanto |I3| < ¢d7. La acotacién de |I3] se realiza repitiendo el mismo
procedimiento usado para acotar |I5|, teniendo en cuenta el hecho de que
para € € 0\ Uz, 26) se cumple que € — 2| > 1€ — 2| y € — 2| > 2[¢ — 5],
—2
Finalmente resulta |I3] < ¢ Y. (27™716)” donde m; < 0, siendo m; el
m=mi

mayor entero negativo tal que 2™ ! > 2diam(T, de donde resulta |I3] < ¢d”.
Por tanto |I] < ¢d7.

La acotacion 3.5 se obtiene por el mismo procedimeinto seguido para la
acotaciéon de I, teniendo en cuenta que ahora la derivacién de multindice j
con respecto a z implica que en las acotaciones obtenidas para el médulo de
cada integral el exponente disminuye en |j|. Por eso resulta 67~V! en lugar de
07. Y con esto quedan probadas las desigualdades deseadas. Luego, teniendo
en cuenta el hecho de que sobre superficies suaves la transformada de Cauchy
de orden k de una funcién de Lipschitz con exponente v, k < v < k+1, tiene
valores limites continuos hasta la frontera, resulta que Cku € Lip(y, ). ™

Como consecuencia inmediata de este teorema, en virtud de la relacion
entre la transformada de Cauchy y la de Hilbert de orden k, se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 3.0.2 Sea I' € R™"! una superficie suave y cerrada, que acota
un dominio Q simplemente conevo, u € Lip(y, '), k <v < k+1, k < n.
Entonces HEu € Lip(y, T').

24



Conclusiones

e Se obtiene un teorema de tipo Plemelj-Privalov para funciones de Lip-
schitz con exponente mayor que uno, para superficies suaves en R".

e Se obtiene una generalizacién del teorema de Liouville para funciones
polimonogénicas.

e Se obtienen condiciones para la solubilidad y unicidad de la solucién
del problema del salto para funciones polimonogénicas.
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Recomendaciones

Generalizar los resultados de la tesis para el caso de superficies AD-regulares
a la izquierda.
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