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Resumen

El Andlisis Complejo es una rama del analisis matematico que investiga funciones de nime-
ros complejos. Es usada en muchas ramas de las matematicas, incluyendo geometria al-
gebraica, teoria de los numeros, matematica aplicada; asi como en fisica, incluyendo hi-
drodinamica, termodinamica, e ingieneria eléctrica y mecanica. El presente trabajo es par-
ticularmente concerniente a las llamadas funciones polianaliticas, las cuales representan
una generalizacion conveniente de las funciones analiticas. El principal objetivo del mismo
es probar como la clase de Lipschitz con exponente arbitrario se mantiene invariante bajo
la accion de un operador integral singular, el cual surge de forma natural en la teoria de
funciones polianaliticas. El resultado obtenido puede ser visto como una generalizacién del

conocido Teorema de Plemelj-Privalov.



Abstract

Complex analysis is the branch of mathematical analysis that investigates functions of com-
plex numbers. It is useful in many branches of mathematics, including algebraic geometry,
number theory, applied mathematics; as well as in physics, including hydrodynamics, ther-
modynamics, nuclear, aerospace, mechanical and electrical engineering. The present work
is particularly concerned with the so-called poly-analytic functions, which represent a sui-
table generalization of the analytic ones, the latter being the central object of Complex
Analysis. The main propose is to show how the Lipschitz class of arbitrary order behave
invariant under the action of a singular integral operator, which naturally arises in the theory
of poly-analytic functions. The obtained result can be viewed as a true generalization of the

well-known Plemelj-Privalov Theorem.
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Introduccion

El Analisis Complejo abarca varios topicos de interés tanto desde el punto de vista de
la teoria matematica en si, como de sus aplicaciones a diversos campos, especialmente
aquellos que se relacionan con la Fisica y la Ingenieria. Dentro del mismo, la teoria de

funciones analiticas es sin dudas una de las ramas mas ricas y de mayor importancia.

El conocido Teorema de Plemelj-Privalov establece una interesante y util propiedad de in-
varianza de los espacios de Lipschitz con exponente entre 0 y 1, bajo la accidén de un ope-
rador integral singular con nucleo de Cauchy, el cual surge en el estudio de problemas de
frontera para funciones analiticas. Una generalizacion de la teoria de funciones analiticas,
lo constituye las llamadas funciones polianaliticas, que han sido estudiadas intensamente
en las ultimas décadas y encuentran multiples aplicaciones en problemas de frontera para

ecuaciones en derivadas parciales.

Las férmulas de representacion obtenidas para funciones polianaliticas (ver [3]) condu-
cen a un operador integral singular que generaliza al clasico operador integral mencionado
anteriormente. Teniendo como base este nuevo operador y considerando la clase de Lips-
chitz con exponente arbitrario, se puede formular el problema cientifico siguiente: ;Se

extendera el Teorema de Plemelj-Privalov a la teoria de funciones polianaliticas?

El objeto del trabajo sera la Teoria de operadores integrales singulares y el campo el

operador integral singular para funciones polianaliticas.

El principal objetivo es demostrar como la clase de Lipschitz con exponente arbitrario,

se conserva invariante bajo la accién del nuevo operador integral singular en el caso de
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considerar una circunferencia arbitraria del plano complejo como contorno de integracion.

Es por ello que se declaran como objetivos especificos:

Probar la legitimidad del operador integral singular definido en la teoria de funciones
polianaliticas, es decir, probar que esta integral curvilinea singular existe en el sentido

del valor principal.

Probar que la clase de funciones de Lipschitz es invariante por traslaciones.

Demostrar que la clase de funciones continuamente diferenciables hasta el orden
k y cuya k—ésima derivada es de Lipschitz con exponente entre cero y uno, son

funciones de Lipschitz con exponente arbitrario entre £y k + 1.

Demostrar que el Teorema de Plemelj-Privalov, en la teoria de funciones polianaliti-

cas, se cumple en el caso de una circunferencia arbitraria.

Con los mismos se pretende dar respuesta a las preguntas cientificas siguientes:

— ¢Se podra generalizar el operador integral singular clasico de la teoria de funciones

analiticas a la teoria de funciones polianaliticas?

— ¢ Sera la clase de funciones de Lipschitz con exponente arbitrario invariante por tras-

laciones?

— ¢ Existira una inclusién de la clase de funciones continuamente diferenciables hasta
el orden k y cuya k—ésima derivada es de Lipschitz con exponente entre cero y uno

en la clase funciones de Lipschitz con exponente arbitrario entre ky k + 1?

— ¢ Se generalizara el Teorema de Plemelj-Privalov a la teoria de funciones polianaliti-

cas?

Para responderlas fue necesario realizar las tareas de investigacion siguientes:

— Reuvision bibliografica y estudio sobre la teoria de funciones polianaliticas.
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— Definicién de un operador integral singular para funciones polianaliticas.

— Estudio de la invarianza por traslaciones de la clase de funciones de Lipschitz con

exponente arbitrario.

— Extension del Teorema de Plemelj-Privalov a la teoria de funciones polianaliticas.

Como en toda investigacién, sera necesario conocer el estado del arte en relacién al Teo-
rema de Plemelj-Privalov en la teoria de funciones analiticas para el operador integral sin-

gular:
1 f
— —(T) dr,

v T—1
r

(Srf)t) =

donde la funcién f(7) pertenece a la clase de funciones de Héldelﬂcon exponente 0 <
a < 1y T es un contorno suavef] En este caso, el operador dado por la integral curvilinea
singular, existe en el sentido del valor principal como se prueba en [6]. Una relacion in-
teresante entre este operador y la clase de funciones sobre la cual actua, la establece el

siguiente resultado conocido como Teorema de Plemelj-Privalov. (Ver [6] p. 53)

Teorema 1. Sea I' una circunferencia en el plano complejo. Entonces, para() < a < 1
tiene lugar la implicacion siguiente:

f e Lip(a,T") = Srf € Lip(a,T). (1)
Este resultado es también valido para curvas de clase C? (ver [8] por ejemplo). Si la curva

I admite tener esquinas, entonces la integral singular St1 no es una funcidén continua en

I'. La forma de evitar esta dificultad es introducir una nueva integral singular de Cauchy

f— %/wclwf(t).

'En lo que sigue se tratara esta clase como la clase de funciones de Lipschitz con exponente entre cero

y uno.
2Entenderemos por contorno suave una linea simple (es decir, sin puntos multiples), sin puntos de retro-

ceso, cerrada o abierta, y cuya tangente cambia continuamente.
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El Teorema [1| fue probado por Privalov [9] para toda curva suave a tramos sin cuspides.
Luego Mushkelisvili [8] y Davydov [5] extendieron ese resultado para toda curva suave a

tramos y toda curva cuerda/arcd} respectivamente.

A continuacion se realizara una breve cronologia que muestre el desarrollo de este proble-

ma a partir de su planteamiento hasta su solucién y generalizaciones en la actualidad.

Cronologia

1. 1975 Salaev
Plante6 el problema siguiente (Problema de Salaev)
Hallar la clase maximal V,, de curvas de Jordan, rectificables y cerradas en las cuales

se cumple el Teorema de Plemelj-Privalov.

2. 1975 Babaev-Salaev
Generalizan la acotacion de Zygmund para toda curva de Jordan, rectificable y ce-

rrada.

3. 1976-1982 Salaev-Salimov
Hallaron una clase de curvas en la cual la acotacion de Zygmund es inmejorable.
Salimov: Encontré un ejemplo muy importante que daba idea de la estructura de la

clase V.

4. 1991 V. V. Salaev, E. G. Guseinov, R. K. Seifullaev

Solucion del problema de Salaev.

Mediante el uso de las algebras de Clifford este problema se ha abordado también en

espacios de dimension arbitraria mayor que 2. (Ver [4]).

Esta evolucion muestra fundamentalmente, que los matematicos que han trabajado en este

teorema, tratando de generalizarlo cada vez mas, han tomado esencialmente dos caminos

'Una curva T se dice cuerda/arco si la razén entre la longitud de una cuerda arbitraria y la longitud del
menor arco correspondiente estd acotada por una constante positiva C' < 1.
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distintos. Un camino trata de generalizar la clase de funciones sobre las cuales se sigue
manteniendo el resultado. Otro camino es el que busca la clase de curvas para las que adn

es valido el teorema.

Todos estos antecedentes orientan cémo dirigir el estudio para el caso general de funciones
de Lipschitz con exponente arbitrario, las cuales incluyen el caso particular de la clase de
Lipschitz con exponente entre cero y uno. El principal resultado del trabajo constituye una
generalizacion del Teoremd] pero esta vez sobre la clase de funciones de Lipschitz con
exponente arbitrario y considerando el operador integral singular asociado a las funciones

polianaliticas.

En investigaciones futuras se pretende extender este resultado al caso de cualquier curva
suave. En el presente trabajo, en correspondencia con los origenes histéricos del problema,
se considerara el caso de una circunferencia arbitraria situada en la parte finita del plano

complejo.

La estructura del trabajo es la siguiente: el Capitulo [1|introducira la teoria preliminar para
enfrentarse al problema en cuestion, tales como las clases de funciones continuas so-
bre las cuales se define el operador integral singular. En la Seccién se considera la
ecuacion diferencial compleja de orden superior que da origen a la teoria de funciones po-
lianaliticas, siendo estas ultimas el contexto natural donde se introduce el operador integral

singular mencionado anteriormente y que sera el objeto central de nuestro estudio.

En el Capitulo |2 se probara que el operador integral singular definido existe en el sentido
del valor principal. Se verificara una propiedad de invarianza por traslacion para la clase
de Lipschitz y se estableceran relaciones entre la clase de Lipschitz con exponente ar-
bitrario con otras clases de funciones. Finalmente, esta serie de resultados previamente
demostrados, permitiran resolver en este capitulo el problema planteado para el caso de

una circunferencia arbitraria.



Capitulo 1

Nociones preliminares

En este capitulo se exponen los fundamentos tedricos que sirven de base a la presente
investigacion. Cuenta con dos secciones: en la Seccién se definen las clases de fun-
ciones sobre las cuales se centrard el estudio y en la Seccion[1.2) se definen las funciones

en cuya teoria se tratara el teorema, asi como el operador que surge en esta teoria.

1.1. Clases de funciones

1.1.1. Clase de funciones de Lipschitz

En 1934 Hassler Whitney, uno de los matematicos mas influyentes del siglo pasado, intro-
duce las clases de funciones diferenciables sobre conjuntos cerrados arbitrarios y prueba
en [11] que dichas funciones pueden ser extendidas como funciones diferenciables en todo
el espacio. Una version algo mas general, pero que sigue esencialmente las mismas ideas
de Whitney, fue considerada por E. Stein, quien introduce en [10] la clase de funciones de
Lipschitz con exponente arbitrarid|

Definicion 1. Multiindice.

Un multiindice es la n—upla ordenada j = (j1,7J2,---,Jn) €n la cual cada componente
i >0,Vi=1,...,n.

'En lo que sigue se omitira el término “exponente arbitrario” a menos que se aclare lo contrario.



1.1 Clases de funciones

En lo que sigue se usaran las notaciones siguientes:

3. vl =x0 . Lx,

Observacion 1. De la definicion de multiindice y de su modulo correspondiente se tiene
que|j+Il =[G+, - dnt )l =ji+ b+ 4 gt b= [+ ]

Definicion 2. Funciones de Lipschitz.

Seak € Nyk <~ < k+1. Sedice que la funcion f, definida en un subconjunto I’ cerrado

en el plano complejo, pertenece a la clase de Lipschitz, la cual se denota por Lip(vy, F), si
existen las funciones f) , con0 < |j| < k definidas en I, con f° = f y tal que si

f(j+l)

[y = > I (v)(@ =)' + R;(z,y) (1.1)
|7+ <k
entonces
fO2)| < My |Rj(z,y)| < Mz —y|" ! va,y e F, |j| <k, (1.2)

donde j y | denotan multiindices y M es una constante positiva.

Observacion 2. Se hace notar que la segunda condicion en se cumplira para todo
x,y € F siysolo sila misma se cumple para x ey tan cercanos como se quiera (en caso
de ser x e y puntos de acumulacion de F'). En efecto, para todo par de puntos x,y que
estan a una distancia mayor que un numero positivo fijo N, la acotacion de las fU) por
una constante positiva M, implicard la existencia de un valor M* > 0 tal que |R;(z,y)| <
M*|x — y|7~V!. Para ello obsérvese que

) f(j+l) l ) f(j+l) |
Bi(ey)| = | 0@ = 3 @)=y < 0@+ Y )|l -yl
li+1<k li+|<k
z—ul|l iy Y y
Como |z — y|l'l = %p} — yprlil = mm —y < b~y se
tendra que
|R;(x,y)| < M + Z M|x—y|m<M—i-]\4 Z ;M—yp_m
I - il - NY=ll=1Y
lj+<k 1<k~
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M , , 1
Il ORI LA ] _ o714l -
P _y|7—|j||x i + Mz —y| Z N—=lil=1l]

1| <k—|3]
M 1 .
o - _ oyl

S\ v tM > N | 1T vl

t|<k—lj]

M 1 ,
= 4 - . 4 _ o7l
< (sl + 0 e LS b < k=) o=
Es decir,
|Rj(z,y)| < M|z —y[7 V.
Aqui se considera
. M ) 1 . _
M= T M B, {m} #{0:1 < k= 1jl)-

De este modo tanto las funciones f\)(x) como los R;(x,y) satisfaran las condiciones
respectivas de tomando como constante universal a M* para todo x,y € F' con
|z —y| > N.

Observacion 3. Se entendera que una funcion de valores complejos
f(z) = u(z1, x2) +iv(z1, 22)

de los puntos de un conjunto cerrado F' C R? pertenece a la clase de Lipschitz Lip(v, F),
si sus partes reales e imaginarias (las cuales son funciones de R?) pertenecen a Lip(vy, F).

Observacion 4. Si I es finito, entonces las funciones f'9) no estan determinadas por la f°.
Sea, por efemplo, F' C R? dado por F' = {(1,0), (0, 1)}. Entonces una funcién de Lip(1+c,F)
(es decir, Lip(v,F) conl < v < 2) satisfaceVx,y € F':

Pz = )+ YO0 (@ — )+ FOV @) (@2 — y2) + Ro(,y)
fO0) = OOy + Rao(z,y)
fOV@) = fFOD(y) + Ry (z,y).
Si se definen
f2(1,0) = f(1,00 =1 y f°(0,1) = f(0,1) =2
FOL0) =1y fO90,1) = =3
FON 0 =1y fO90,1) =2,

entonces se distinguen los casos siguientes.



1.1 Clases de funciones

— Casoenquez = (1,0),y = (0,1). Aqui se tendra

Ro(z,y)

R(I,O) (lC, y)

R(O,l) (ZE, y)

Por lo tanto

| Ro(, )]

|R 0y (2, y)|

|Ro,1)(x, )|

— Casoenquex = (0,

[z —y| =[(1,0) =

Ro(z,y)

R(1,o) (xv y)

R(O,l) (55, y)

Por lo tanto

[z —y[ =1(0,1)

(L) =[(-1,1)|=Vv2

= f(1,0) = f(0,1) = fO(0,1)(1) = F*D(0,1)(~1)
= 1-2—(=3)+2

= 4
= f(l’O)(lv 0) - f(LO)(Ov 1)
= 4
= fOY(,0) - fOY(0,1)
= —1.

f” 4
= 4= \/—’Y:\/—’Y|I_y|7§4|x_y|7

v—1

- \f 1=w o= g < de— g

= 1<4< 4|z -yt

1),y = (1,0). Igualmente aqui

(0,1)] = (1, 1| = v2.

= £(0,1) = £(1,0) — fO(1,0)(=1) — FOD(1,0)(1)

= 2-1+1-1

-1

= f19(0,1) = fM(1,0)

=

= [OY0.1) - V(L0

— 1

|Ro(z,y)] = 1<4<d4|z—y|

Rug(.y)l = 4<4jz—y[~!
Ry (z,y)] = 1<4jz—yp



1.1 Clases de funciones

Resumiendo, para cada =,y de F' con |j| < 1 = k, se satisface que, tomando
M =4,
() f(j+l)(3/> 1
f@) = > T(ﬂf—y) + Rj(z,y)

l7+il<1

IN

| f9 (z)| M, y ademds

Ri(wy)l < Mlz—y[o

A

Luego, f° = f es de Lip(y,F[/| Obsérvese que en el caso de serx =y

Ro(ﬂj,y) = R(1,0)<x,y> = R(071)($,y) =0< M’QJ — y”Y*m.

Manteniéndose la funcién f°, se definen ahora otras funciones f(19) y f(0.1)

1,00 = f(1,00=1 y f°0,1) = (0,1) = 2
FOO1 0y =2 y f1901)=3
f(0,1)(170) =—1 y f(0,1)(0’ 1) =2

Similarmente se analizan a continuacion los casos posibles.

— Casoenquez = (1,0),y = (0,1). Aqui se tendréd

o =yl =1(0,1) = (L,0)] = (-1, 1)| = v2

Ro(z,y) = [f(1,0) = f(0,1) — fH9(0,1)(1) = f*V(0,1)(-1)
= 1-2-3+(-2)

= -6

R(I,O) (CC, y) = f(l’O)(lv 0) - f(LO) <O7 1)
= —1

R(O,l) (ZE, y) = f(o’l)(L 0) - f(()’l) (07 1)

=1

Entiéndase f° junto con las funciones f7) definidas.

10



1.1 Clases de funciones

De forma analoga

|Ro(z,y)] = 6<6|lz—y|
IRaoy(z,y)] = 1<6<6jz—y| "
Ron(z,y)] = 1<6lz—y]"

— Casoenquezx = (0,1),y = (1,0). Andlogamente se tendra en este caso que

|:L‘ _y| = |(170) - (0’1)| = |(1’_1)| = \/5

Ro(%y) = f(Ov 1) - f(l,()) - f(l’O)(LO)(_l) - f(ogl)(LO)(l)
= 2-143-(-2)

= 6
Ruoy(,y) = fA9(0,1) — f10(1,0)
=1
Roy(e.y) = fO00.1) = f*V(10)
= -1
Por lo tanto
|Ro(z,y)] = 6<6lz—y|
|Raoy(z,y) = 1<6<|z—y[!
Ron(z,y)| = 1< |z — Y[t

Se puede concluir entonces que, para cada x,y de F con |j| < 1 = k se satisface,
tomando M = 6,

JU(y)

@ = 2 @ —y)' + Ry(z.y)
lj+<1 :
|fYV(z)] < M yademés
IR;(z,y)] < Mz -y 5

Por lo tanto, f* = f es de Lip(y,F) junto con las nuevas funciones f(19) y fO:1)
definidas. Es decir, las funciones f\9) no quedan determinadas por las funcién f°.

11



1.1 Clases de funciones

Observacion 5. Si ' = R™, las funciones ) estan unicamente determinadas por f©) y
en este caso Lip(k + o, R™) esta constituida por las funciones continuas y acotadas f con
derivadas parciales continuas y acotadas 0V!f hasta el orden k. Ademas, las funciones
OVl f, cuando |j| = k, pertenecen al espacio Lip(c, R™).

Observacion 6. Si f, g € Lip(v, F') entonces

) fFUHD .
fO )= ) i W@ =)+ By(z,y) (1.3)
i<k
|f9 ()] < My y |Rj(z,y)| < Myjo—y| "0 Va,y € F, |j| <k, (1.4)
y A
() g(]+l) I
gV(@)= Y W)@ —y)' +8(y) (1.5)
li+<k
99 ()| < My y |S(2,y)| < My|z —y| "0 Va,y € F, |j| <k, (1.6)

Definiendo h := f + g y sumando con (1.5) se tiene que

, R+
W)= > W)z - y)' + [Rj(z,y) + Sj(z,y)].
<k

Usando ademds las condiciones (1.4) y (1.6), se tiene

|Rj(x>y) + SJ($7y)| < |R]<x>y)| + |S](93,y)\ < (Ml + MQ)‘Q: - y‘7_|j|

BO(@)] = [19() + g9 (@) < |f9 (@) + g9 (@) < My + My

Va,y € F, |j| < k. Por consiguiente la funcion suma h € Lip(vy, F). Inductivamente, lo
anterior se extiende para la suma de un numero finito de funciones fi, ..., f, € Lip(vy, F).

Definicion 3. Funciones continuamente diferenciables.

La clase de funciones continuamente diferenciables hasta el orden k + 1 se denotara por
C*+1(Q), siendo 2 un abierto de R™. Se entiende como la clase donde la funcién y sus
derivadas hasta el orden k + 1 son continuas en ().

Observacion 7. Si I es cerrado, entonces la clase C***(F) denotaré la clase de funcio-
nes pertenecientes a C*+1(Q)), siendo §) un abierto que contiene a F.

12



1.2 Funciones polianaliticas

1.2. Funciones polianaliticas

Las funciones polianaliticas (ver [1],[2],[7]) surgen como generalizacién de las funciones
analiticas, las cuales son funciones continuamentes diferenciables w : 2 — C definidas
como la solucién de la ecuacién diferencial dzw(z) = 0, donde 05 := % (0, +i0,) es el
operador de Cauchy-Riemann.

Las funciones polianaliticas pueden ser entendidas como la soluciéon de una ecuacién di-
ferencial de orden superior. Este concepto se formaliza en la definicion siguiente.
Definicion 4. Funciones polianaliticas.

Una funciénw = f(z) = u(x,y) + v (zx,y) es llamada polianalitica de orden n (o n-analiti-
ca) en algun dominio D del plano de la variable compleja z, si tiene derivadas parciales

(con respecto a x y ay) de orden menor o igual que n en D y si en este dominio satisface
la Condicion de Cauchy-Riemann generalizada:

Al resolver esta ecuacion diferencial, se concluye que una funcién n—analitica puede ser

escrita como (véase [2])
n—1
w(z) =Y u(2)Z,
1=0
donde los coeficientes {u;(z)}?~; son funciones analiticas.

Teorema 2. [Formula de representacion de Cauchy-Pompeiu] Sea D C C un dominio
regular, w € C™(D;C) N C™ Y (D;C), m > 1. Entonces, para z € D,

1o
- oD

o _— \ym1
o

=

1
T

U\

Como consecuencia de este Teorema se obtiene, en el caso de ser w polianalitica, la

formula de representacion:

m—1

1 1 (z—0¢)"
we) = 3 o [P
oD

pn=0

13



1.2 Funciones polianaliticas

la cual constituye una version para funciones polianaliticas de la conocida formula de

Cauchy para funciones analiticas.

1.2.1. Operadores integrales singulares

Definicion 5. Dada una curva suave I', se define el operador integral singular como

1 [ f(n)
v T—1
r

(Srf)t) =

dr, (1.8)
donde la funcion f () es de Lipschitz con exponente « entre cero y uno.

Este operador se entiende en el sentido del valor principal, es decir, como el limite de la
integral f %dr cuando p — 0, donde p es el radio de una circunferencia centrada en el
punto t?a;lcual no tiene mas puntos de interseccion con la curva I salvo ¢ y t5, y [ es la
parte de la curva delimitada por estos puntos que queda en el interior de la circunferencia.
Ademas, este operador aparece en la teoria de funciones analiticas, y su propiedad de
invarianza sobre funciones de la clase de Lipschitz con exponente entre cero y uno, se
establece en el Teorema de Plemelj-Privalov clasico.

La férmula de representacion (1.7) para funciones polianaliticas (véase [3])) vista anterior-
mente, inspira la definicion de un operador integral singular en esta teoria que se formaliza

a continuacion.

Definicion 6. Operador integral singular para funciones polianaliticas.
Se define el operador integral singular para funciones polianaliticas como

(SEF)() = Z%/%fn(T)dT, donde
) = i - ;) (n—p) T\ t(pn—p) - ny _ n!
W0 = 5 2.0 (p)f (™), (p) (n—p)p!

Obsérvese que las funciones f,, introducidas son tales que agrupan de forma conveniente a

todas las funciones f9) tales que |j| = n. Esta notacién permite simplificar la expresion del

14



1.2 Funciones polianaliticas

operador integral singular propuesto, aunque igual podria haberse definido directamente en

términos de las funciones f().

fo(r

Observacion 8. Sik = 0, 0 sea, 0 < v < 1, entonces (S2f)(t) = = [ T_t)dT, pero
I
folr) = fO(r) = f(r). Es decir, (S2f)(t) = % [ LT dr, que no es més que el operador
I

integral singular clasico (1.8).

1.2.2. Conclusiones parciales

En este capitulo se expusieron los elementos tedricos que serviran de base para analizar y
responder la pregunta cientifica principal de esta investigacion. Ademas, se ejemplificaron
importantes observaciones que se usaran posteriormente en distintas demostraciones. Se
definié un operador integral singular sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario y

se comprobo su legitimidad.
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Capitulo 2

Teorema de Plemelj-Privalov para
funciones polianaliticas

En este capitulo se retomara la pregunta central de la investigacion sobre la extensién del
Teorema de Plemelj-Privalov a la teoria de funciones polianaliticas. Esta dividido en dos
secciones: la primera de ellas estara dedicada a probar la legitimidad de la definicion de
operador integral singular vista en el capitulo precedente. La Seccién [2.2ofrecera algunas
proposiciones previas a la demostracion del teorema con el cual concluye el capitulo. Dicho
teorema responde la interrogante planteada en el caso de la circunferencia, por lo tanto,
extiende el Teoremal(i]a la teoria de funciones polianaliticas. También se incluye al finalizar,
un ejemplo que visualiza el cumplimiento del Teorema de Plemelj-Privalov obtenido y que

ademas da origen a una nueva interrogante a responder en futuros trabajos.

2.1. Legitimidad del operador integral singular para fun-
ciones polianaliticas

En esta seccién se demuestra que el operador integral singular de la Definicién [6] existe en

el sentido del valor principal. En efecto, obsérvese primeramente que para k = 0 se tiene el

operador integral singular clasico actuando sobre la funcidén f de Lipschitz con exponente

16



2.1 Legitimidad del operador integral singular para funciones polianaliticas

entre cero y uno, por lo tanto existe en el sentido del valor principal (véase [6] p. 30). Luego,
considerandose k # 0, n > 1y I' suave, se tiene

(t=7)"

T—1

)| = |

t;;‘ | fo(7)] < (diamI)"C,
p—

11

donde C' es la constante que surge al acotar | f,,(7)|,

n

2% S (i) (”) fonp) (7

()] =
p=0 P

Rl < g (2)isem e >\}

Como las funciones f®»"~?)(7) son las f)(r), con |j| < n, que existen por ser f de

1

2n

Z

=0

For ()

Lipschitz, se tendra que modularmente son menores que una constante M. Por otro lado, si

n n n n
n es par entonces méx{ ( ) } = ( > y si n es impar entonces max{ ( ) } = (nl)
p=0,n p 5 p=0,n [ \P 5

M M
Es decir,C’:n2—n<Z) sines par,yC’:g—n(nnl) si n es impar.
Parak #0yn =0 ’ ’
0 0 _ f0
Jol™) g _ [ 17) (Tsz:/—f ) 7f<t)c17+f°(t)/ o (2.1)
T — T —

T—t T—1
r r r r

Trabajando con el primer sumando de (2.1)

S L8O ) 4 Ry(rt) — (1)

fr) = )| _ i<k
T—t |7 — ¢
W W !
> L8 -0+ Ri(r)| X |58 - "+ Ry(7, 1)
<k <k
170 170
|7 — ¢ - |7 — ¢

k
= MZCJT —t""" + M|t —t|""" donde ¢; = card{l #0 : |I| = i}.

=1

dt existe en el sentido impro-

(1) = f°@t)
T—1

0
Luego, como |7 —t| < diaml’, se tiene que / /

r
pio, por tanto segun el valor principal. Por su parte, el segundo sumando de (2.1), existe en

17



2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

el sentido del valor principal pues

0 t>/7d_7

r

O(t)mi.

Resumiendo, se ha podido comprobar que el operador integral singular de la Definicion [6]

existe en el sentido de valor principal.

2.2. Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliti-
cas

En esta seccion se responde la interrogante que dio inicio a la investigacion y se formaliza
en forma de teorema. Primeramente se enuncian y demuestran dos proposiciones que
intervendran posteriormente en la demostracion del teorema de Plemelj-Privalov que se

enuncia para la teoria de funciones polianaliticas.

Proposicion 1. Sean ' C R" cerrado y un punto arbitrario z, € R". SiG := F + zy =
{y e R": y = x + z,x € F'} entonces tienen lugar las siguientes implicaciones

(i) f(z) € Lip(7,G) = [z + =) € Lip(v, F).
(i) f(z) € Lip(y, F) = f(z — 20) € Lip(7,G).
Demostracion 1. (i) Si f(z) € Lip(v, G) entonces
‘ f(j+l)
fP@) =3, W)@ —y)' + Biw,y), Yoy € G,

li+l<k

Como G es una traslacion del conjunto F' por el vector z,, esto equivale a

fD ) = 3 f V(4 20) — (y+ 20)] & Ry (-+ 20, y+ 20), Y, y € F
li+|<k !
o bien _
‘ f*(]'f‘l) .
fO@) = Y W)z —y) + Bj(w,y), Yo,y € F,
+HI<k

18



2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

donde f*(jH)(x) = fUD (2 4 2) y R (z,y) == Rj(x + 20,y + 20)-
Pero

|R;(,9)| = | Ri(w + 20,y + 20)] < Mlz =y |fP (@) = [fP (@ + 20)| < M
pues (x + zo), (y + z0) € G. Por consiguiente f.(x) € Lip(~, F) O

(i) Sif(z) € Lip(y, F) entonces, de forma similar

. f(j+l) .
)= ) W)@ —y) + By(2,y), Yo,y € F.

li+l<k

Como F' es una traslacion del conjunto G por el vector —z,, esto equivale a

ez = 3 Lo (o)l (a—sa) = (=) + Ry 20, 0). Ve € G

l7+l<k '
o bien A

‘ £ !
)= > W)@ —y) + Rj(z,y),Va,y € G,
G+I<k

donde f*V(z) := fUt)(z — ) y Ri(z,y) == Rj(x — 20,y — 20)-
Pero

R (2.y)| = |R;(w + 20,y + 20)| < Mz —y[ "L [fP ()] = |fD(z + 2)| < M
pues (x — zy), (y — 2z0) € F. Por consiguiente f.(x) € Lip(v,G).O
Proposicién 2. Para todo conjunto F' C R? cerrado se cumple
C*YF) c Lip(k +1,F).

Demostracion 2. Recuérdese que sera suficiente verificar esta afirmacion para valores de
x ey tan cercanos como se quiera (Observacion @ Si f : R? — R es de clase C**1(F),
entonces, por definicién, es de clase C**1(Q), donde 2 es un abierto que contiene a F
(Véase la Figura[2.1)). Por lo tanto, para caday € I’ existe una bola B centrada eny =
(y1,y2) completamente contenida en (2 y tal que para todo x € B, existe un c intermedio
entre x e y que verifica [Formula de Tayloﬂ]:

TAqui se usa la escritura con multiindices.

19



2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Figura 2.1
B
\\\_igngiy/"-‘\>

1o f 1o f
1) = 3y e+ 3 e 2)

Luego, si se denota fU) como sigue

ollf ollf

() —
f (I) O X alela J2

(@), conljl < k+1, f° = f,

y se tiene en cuenta que %(m) es de clase C*+t1~Vl(F) se tiene que

J

A [l ¥l [l ¥l
P = Y 2o (g—) W+ Y 10 (g—) () — )

| <k—lj| ll|=k+1—|5]
1 a\y+l| 1 aly+l\
li+l<k lj+l|=k-+1

De forma compacta

, fU+D
fl@) =Y T y)' + Rj(z,y),
li+j|<k
donde o !
4 J 19l
f(j+l) (y) = it (y)7 R]'(:C7 y) = Z l_‘a.TH_j (y)(l’ - y)l
li+H|=k+1
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Ademas, definiéndose

2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas
il
M = maéx { ‘ /

-,z ebB
li<k+1 || Oxd |’ }

se cumplird que |f9(z)] < M y |Rj(z,y)| < M|z — y|+=1l. Como esto se cumple
para cada x,y € B, igualmente se satisfara para cada x,y € F' N B. Consiguientemente,
feliplk+1,F).O

Mas generalmente se tiene el resultado siguiente.

Proposicion 3. Si denotamos por C*+%(F) la clase de funciones continuamente diferen-
ciables hasta el orden k y tal que su k—ésima derivada es de Lipschitz con exponente «
entre cero y uno, entonces se cumple

CHITe (Y  Lip(k + 1+ a, F).

Demostracion 3. Veamos primero el caso particular en que k +1 = 2. Sea f € C*™*(F).
A través de la Formula de Taylor se definen:

Rale, 1) = F2) = 1)~ )1 —)~ o () =)~ o (0) 1= 31) 2~

e~ )~ 35—
Ran@y) = 2@ - 204 - ZL e - 32 ) - )
Ron@) = oL@ - 2~ 0L )@y - ZL ) - )
Banle.y) = afjaf@ v azafxz Y
Rooly) = oh) - 250
R (r,y) = g;;(x)— g;;;(y),

dondey € F yx € B(y,r) tal que B(y,r) C €.
Al trabajar con Ry(z,y)

ORy of

_ af o*f 0*f
a_xl(xa y) - a:[;l a..

- o Yy)— 97,075 (y)(x2 - y2) - a_x%(y)(ﬂfl —y1) (2.3)

()
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Segun el Teorema del Valor Medio (aplicado a los dos primeros sumandos de ), existe
un cy intermedio entre x e y tal que

OR,, . 0°f o2 f o2 f o2 f
a_m(w’y)_O_ﬁ(cl)(ml_ylH&z:Q@xl(Cl)(xQ 7)) 0$10$2<y)(x2 ) &B%(y)(m y1)-
Agrupando,

OR,, . [0°f o f o f o f

Geten) = | ) = W] -+ |52 = 5] (- )
Por tanto

OR, o f o f o f o f

79 < |21 _ _ _ —wl.

s a)| < | G ten) = S0l =l 4 |52 = )l -

Luego, como las derivadas parciales de segundo orden son de Lipschitz con exponente «
entre cero y uno, existiran las constantes C y C, tales que

OR,
%O(%y)' < Cl|01 - y|a|$1 — yl| + O2|01 — 3/|a|372 — y2|
1
< Cilz —y|*z =yl + Colz — y|*|z — y|
< M1|I' — y|1+o¢7 dondeM1 = Cl + Cz.

Por otro lado

dRy _of of 0% f 0*f
a—m(%y) = 8—%(33) T By y) — B0y (y)(r1 — 1) — a—x%(y)(xz — 1) (2.4)

Segtn el Teorema del Valor Medio (aplicado a los dos primeros sumandos de (2.4)), existe
un cy intermedio entre x e y tal que

ORy B o*f 0% f o*f 0*f
8—1:2(%?/) = 97,075 (02)($1—y1)+a—x%(02)(52—92)—ax18x2 (y)(131—y1)—6—1€(y)(x2 yz)'
Agrupando,
O0Ry B 9? f 0? f 9? f 09? f
8_952(37’ ) = {69518332 (02) - m(y) (371 — 1)+ 895% (Cz) - 891;3 (y) (932 — 12).
Por tanto
OF o ' f *f, 0
- < -4 — P _ -4 —
D (x,y)’ < 81‘18332(02) 021019 ()| |z1 — | + 022 (c2) 02 ()| |z2 — ol
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Usando nuevamente el hecho de que las derivadas parciales de segundo orden son de
Lipschitz con exponente «, existiran constantes C} y C; tales que

OR,
81’2

IN

<aw\ C2les — yl°a — il + C3les — vl —

< Cllz —y|*lr —y| + C3lo — y|*|z — g
< M|z —y|***, donde My = Cf + C3.

Luego, observandose que Ry(y,y) = 0 y usando una vez mas el Teorema del Valor Medio,

Rofisy) = Rolt) = S (e — ) + 52 0)oa = o)

para algun c intermedio entre x e y. Por consiguiente se tiene

OR,
«memmws]O

T2 — 1o

e (c;y)

|x1—y1|+‘— c,y)

IN

Mile = y["" oy — yi| + Mafe — y[""*|z2 — ya
M|z — y|***, donde M = M, + Ms.

IN

Es decir, | Ry(x,y)| < M|z — y|**e.
Al trabajar con R y(x,y) y al aplicar el Teorema del Valor Medio se obtiene

of of 0% f o f
Raoy@y) =5 ~(2) = 5 -() 027 W1 =) = 55 W2 = 42)
82]‘“ 0% f 02 f 0% f
8:1:1 ( ¢ o))(331 —y1)+ D120 (C(l,o))(l’z —Ya) — 8_33%@)(3:1 — Y1) — D29021 (y)(z2 —ya2),
para algun punto c(, oy intermedio entre x e y. Agrupando,
o0 f 02 f o0 f 0 f
Ry (o) = |5 c0m) = S50 i)+ | 52 o) - 5ot )] (2w
Por tanto,
0 f 02 f o0 f 0 f
[Ra0)(z,y)| = 8_33%(6(1’0)) - 8_95%@) |1 — w1 | + ‘m(c(w)) - 02907, (Y)| 2 — y2

< Cilz — y|*|o1 — | + Colow — y[* |z — 1| < Clo — y‘Ha; donde C = C + Cy.
Analogamente al trabajar con R 1y(x,y) y al aplicar el Teorema del Valor Medio se obtiene

of of O f >’f
0x 0xy (v) - 03 W)(22 = 12) = 0x1015

R (z,y) = - (z) - (y)(z1 — y1)
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

an 02]0 an a2f
= G0, o0 @ =)+ 55 (C0n) (2 = 18) = 55 W) (w2 =) = 55 () (@1 = )

para algun punto c(,1y intermedio entre x e y. Agrupando,

o0 f o0 f 0% f 0% f
Ruon(o.0) = | 5o (o) = 5og )] (=) |4 o) = 5500 (a1
Por tanto,

0 f o0 f o0 f o0 f
|R(o,1)(l’,y)! = m(c(o,n) - 97102 W)|lzr — | + a—x%(c(o,l)) - 8_:c§<y) |72 — v

< Cflz —y|*|zr — | + C3lr — yi|*fas — yo| < C*[a —y['™®, donde C* = Cf + C5.

Ahora, como las derivadas parciales de segundo orden de f son de Lipschitz con expo-
nente entre cero y uno, se tendra

0*f 0% f

Fan(@y)l = |55 - 55— (y)‘ < Caple —y|*
*f 0*f o
R0 (r,y)| = a—x%(l") - 8_:1:§(y)‘ < Cia)lr =yl
0% f *f o
Ran(enl = |56 - 50| < Conle -l
Asi que, si se define
, il
1) = 5L ) on 1=
se tiene que
) f(j+l) z
Ri(w.y) = fOa) = Y =) —y)
li+il<2
De forma equivalente
f(j+l)
fO@) =Y W@ —y)' + RBi(w,y)
<2
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

se cumple |f9(z)| < M y|R;(z,y)| < M|z — y|***~Vl. Como lo anterior se satisface
para todo x e y de B = B(y,r), también se cumplird para todo x e y de F' N B, por
consiguiente, teniendo en cuenta ademas la Observacio’n@, f € Lip(2 + a, F') como se
queria demostrar.

Una vez visto este caso, se puede pasar a la suposicion mas general de tener una funcion

de clase C*T1T*(F') y proceder con un razonamiento analogo. Se define:

li] £0
Ro(r.9) = 1)~ [~ Y 750 ()@~ )"
It <k+1
1120

Derivandose R, asi definido n veces respecto de x;

7] £0
aRO(:C’y) = 8—f<gj>_ Z 10 f (y)ll(x_y)(llfl,lg)

dxq O ot 1 9zl 92
l110
%R, % f 1 olyo (lhi—2.0s)
a—x%(%y) = 8_x§(x) - |Z<Zk+1 ﬁm(yﬂl(ll —1)(z —vy)

I

"Ry, . Of 1 ol (-n.d2)
o ) = 50 () ; ﬂw(y)h(h —1.(h=(n=1)(z—y)
|10

donde n < k. De forma simplificada

8nR0 anf ]_ ll' a‘”fo (ll—n,lg)
(2, y) (@)= Y 1 (i — )l o2 0l () (z —y)

n = n
ox’ ox’ Kot
|10

es decir,

"R, o 1 1 oIl fo
S(r,y) = am‘,’;(x)— > [ B

8:5? 12' (ll — n)‘ 8;El1181'l22

[ <k+1
|0
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Ahora, si se deriva (2.5) respecto a x5 m veces, y talque m +n < k + 1, se tiene

(G ) = g = g

— x
Oxir \ Oz} 0x 0z 0x} oz

om 1 x_y(llfn,b) a\”fo
) v)

_@ [[|<k+1 l2' <ll - n)' axlllaxl;
(1170, (n,0)
am—‘rnf am—i—nf 1] y (li—n,la—m) a|l|f0
e B L el
Oz} ox} oz oxy ot (I =n)!(ly —m)! 02’0}
|10, (n,m)
am-‘,—nf am—i—nf (LU _ y)(ll—n,lg—m) a\l|f0
— ) 2.6
ey O amaap W) - ”;H (I — )il — m)l 92 ol (v) (2.6)
1210, (n,m)

La expresién (2.6) anterior adquiere sentido solo en dos casos, el uno cuando ! = (n+1,m)
y el otro cuando [ = (n, m + 1). Es decir, paran +m < k
am 8nR0 (x ) B 8m+nf ( ) B am-‘,—nf ( ) B am+n+1f
oxy \ 9z} - 0zhoxy OxRoxy Ox oz
8m+n+1f
W(y)(ﬂfz — Ya2).
1

Aplicandose el Teorema del Valor Medio a los dos sumandos de la ecuacion anterior se

(y)(r1 — 11)

tiene que
o" (0"Ry o omrtlf gl f
@ ( oxl ) (.r ) - 337?“83;3” (a)(;cl - yl) + W(a)(m y2)
8m+n+1f am+n+1f
“orrigep W ) g e W)@z — ).
1 2 1
Agrupando,
O
oap \ oay )Y T o oap T aitigay W) T Y
gmintlf am+n+1 f

Por tanto, usandose el hecho de que las derivadas parciales de orden k-+1 son de Lipschitz
con exponente entre cero y uno resulta que

8_m 9" Ry (z,9)
ox3 \ Oz} Y

< N(m,n)‘x - y‘1+o¢'
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Por otro lado, observandose que

om ("R,
Ral) =0y 5 (G ) () =0
se tiend que
OR OR
|Ro(2,9)| = |Ro(2,9) — Ro(y,9)| = |5 —(c!, ) (@1 — y1) + = (c!, ) (22 — 1)
8x1 8x2
OR OR
< |Gt )|l =l + G ) o e
|0Re,, . OR ORy , . OR,
~ o) = G| o1 =l + G ) G o = e
82R0 2 1 2R0 2 2
< — — _
< |Gm - )+ et ) — )| o~
0°Ry 0°Ry
| 5wam; 9 —u) + a—xg(c?’, y)(ct = ya)| |z =yl
82R0 2 82R0 2 82R0 3 aQRO 3 2
< —_— _
< (|Gm |+ g + [yrpen| + [0 )| ) lo -
/10°R IRy O*R
(’W;(C(k’o),y)‘ +o 4+ 815”8m’§(0( ’ ),y)‘ +ot ‘—ax,;(c(o”“),y)b & —y[*
8m+nR0

< Mz =y -yl MzméX{

(m.n) <k+1

Es decir, |Ro(z,y)| < M|z — y|F'+. Ademas, definiéndose las funciones f)(x) como

las derivadas parciales
ol fo

F9 () = S (@), con f* = f

y cada R;(x,y) como la diferencia

. . 1l il £0
Ryto) = 10— 100 - Y 550 (G ) e -0,
[<k+1-]5]
[t]7#0

"Usandose k veces el Teorema del Valor Medio en lo adelante.
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

se cumplira que]|

) 1 9l £0 z . .
I|<k*+1

En forma simplificada

it fo

Oxitl

] G+ )
@ = Y Ly 4 Ry, donde 194 () .

[I+5]<k+1

Ademés |fU)(x)| < My |R;(z,y)| < M|z — y|*1+e=lil. Por consiguiente,

feLiplk+1+a,F).0

Teorema 3. Seal = {z : |z| = r} := Cy. Entonces, para k < v < k + 1 tiene lugar la
implicacion siguiente

f(t) € Lip(y,T) = (SFf)(t) € Lip(y,T).

Demostracion 4. Parak = ( se tiene que 0 < v < 1 y (S2f)(t) coincide con el operador
integral singular clasico (1.8) y se tendria el Teorema de Plemelj-Privalov clasico.

Seal <m < k.

EnCysetienez-z=|z>=r*,z="2yl =2 Luego

g2 2o
T—t T—t 7t t
Por tanto,
m _ _ m—1
t— t — - m— -1 IS8 —\ m—1-s
R e e i SN N S T (7)™, 0 sea,
T—1 T—1 t tS:O S
m m—1
t— 1 — 1\, s
T _Z B G ) R
T—1 ts:O S

1Téngase en cuenta que ahora las f/)(z) son de clase C* 1+ (F), donde k* = k — |j|, por lo que es
un caso particular de lo precedente.
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Asi que

r

Ahora, |7 ™ f,,(T)(=1) " °| < Mr ™ Vs =0,m — 1, donde la constante M surge
por ser f de Lipschitz y f,.(T) satisfacer la desigualdad | f,,,(7)| < M. Por lo tanto, existiran
las integrales de . Comot" € C¥ T4 con k* = k—1, 0 < a < 1,m < k, resulta
que es la suma de funciones de C* *172(T"), esto es

t_Tm *
/ p— fin(T)dT € CF (T,
T

lo cual implica segun la Proposicion[3 que

/ L= Tt f(T)dT € Lip(k* + 1+ o, T).

r

Luego, teniendo en cuenta la Observacion |6, el operador integral singular de la Definicion
6l seria la suma de funciones de Lip(k* + 1+ o, T) = Lip(k + «,T"), por lo que se infiere
finalmente que

(SEN(t) € Lip(y, 1),k <y<k+1 O

Teorema 4. Seal' = {z : |z — 29| = r} := C,,. Entonces tiene lugar la implicacién
siguiente
f(t) € Lip(y,T) = (Sp/f)(t) € Lip(~,T).
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Demostracion 5. Sea g,,(z) = fn.(x + 20) Vo € Cy. Haciendo T = ( — z,, se tiene

dC=dry
= (=2 —(C—z)
] fulQ)dC = / e (0
= /i fon(T+ 20)dT, s =1t — 2
Co ’
= /ST__TS Gm (T)drT. (2.8)
Co

Ahora, las funciones f,, (1) € Lip(v,C.,), por lo que haciéndose uso de la Proposicion|i}
(i), se tiene que f, (T + 20) = gm(7) € Lip(v, Cy). Esto implica a su vez, por el Teoremal4,
que la integral de @) esta en Lip(v, Cy). Es decir, (S, f)(t) = (S&,9)(t) € Lip(v, Co).
Pero, el hecho de que (Séo g)(t) € Lip(y,Cy) implica, segun la Proposicién -(ii), que
(Sé’og)(t - ZO) € Lip(’)/, Czo)'

Al introducir un nuevo cambio de variable: ¢ = T + z, se tiene

Sl —=0) = |3~ / ’f—ft ulr)ir | (1~ =)

m

. 1 —ZO —ZQ)
=3 ﬁ/ g (€ — e
Cz
k
_ 1 [
N Z_OE/S rRAAIAS
m= Coo
- (st

Es decir, (S¢,9)(t — z0) = (Sézo f)(t) € Lip(y,C.,) y el teorema queda demostrado. []

A continuacién se muestra un ejemplo que ilustra el cumplimiento de este teorema obteni-
do.

30



2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

2.2.1. Ejemplo

Sea C' = {z : |z| = 1} la circunferencia unitaria y f(z) = 2%2 definida sobre ella.
Se denotara por C* y C~ el dominio interior y exterior de C' respectivamente. La funcion
f(z) es de clase C''*(C) pues tiene derivadas parciales respecto de x e y las cuales son
continuas en C. Por tanto, segun la Proposicion y la Observaciénseré de Lip(1+a, C).

El operador integral singular para este caso (1 < v < 2) sera

(1 0) (0,1)
1 S ) +if D (7)
t—7)d
(S61)(1) = T_td o / T
1 1 [0:f°%7)
- — /(7) dr + —/ f() (t —71)dr.
™ T—1 ™ T—1
C C
Para el ejemplo en cuestion adquiere la forma
(SLA)(t) = i/ ) dr+l/ = (t —7)dr
¢ m ) T—1 m ) T—1
foi c
1 T 1 _t 1 T 1 _t
= —/ T2 dT + — T2 dT - — T2 dT = —/ T2 dT.
v T—1 Uy T—1 v T—1 ¥ T—1
C c C c
Es decir, (S&.f)(t) = f dr. Sea ahora ®(z) = ;- [ = er Al usar las Formulas de
c c
Cauchy se tiene que ¢(z) = 2 paraz € Cty <I>( ) = 0 para z € C~. Luego, segun las

Formulas de Sojotski:

L +
PT(2)+ D (2) = l/ "2 _dr, donde ®(z) = lim ®(z).

) T— 2t
c zeC—
En este caso ®*(z) = lim L ="Lyd(z)= lfm 0 = 0, por lo que se tendra
I 1
— / T2 dr =
) T—1 t—2
C
Finalmente resulta B . ~
t — t
Sl t — T—2 d — — t
SN = = [ FRdr= 5 = 1)
C
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2.2 Teorema de Plemelj-Privalov para funciones polianaliticas

Es decir, se obtiene incidentalmente la propia funcion sobre la cual actu6 el operador Sé.
Esto significa que la funcién tomada de ejemplo, es un punto fijo del operador integral
singular S¢.. Es por ello que, si se aplica nuevamente este operador a la funcion resultado,

se tiene
(Sef)*(t) = (S&(Se))(t) = (Sef)(t) = f(t),

lo que recuerda la propiedad S? = I que satisface el operador integral singular clasico de la
Definicion[1.8en la teoria de funciones analiticas. ¢ Sera que esta propiedad se cumple en
general para el operador integral singular definido en la teoria de funciones polianaliticas?
Detalladamente, ¢ se satisfara que S? = I para el caso general donde S sea el operador
integral singular de la Definicién[6]e I el operador identidad? Este no constituye el objetivo

central del trabajo, pero sera objeto de futuras investigaciones.

2.2.2. Conclusiones parciales

En este capitulo se da cumplimiento al objetivo general de la investigacion pues se estable-
ce una generalizacion del Teorema de Plemelj-Privalov a la teoria de funciones polianaliti-
cas. Se establecieron ademas algunas proposiciones, como por ejemplo la referente a la

propiedad de invarianza por traslaciones de la clase de funciones de Lipschitz.
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Conclusiones

Al terminar la presente investigacion se puede concluir que la misma da respuesta al pro-
blema cientifico, cumple con el objetivo y las tareas de la investigacion. En sintesis, se

exponen a continuacién los principales resultados:

— Se demuestran relaciones de invarianza por traslacion para la clase de Lipschitz.

— Se demuestra un Teorema de invarianza del operador integral singular asociado a
las funciones polianaliticas sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario, lo

que constituye un resultado novedoso dentro de esta teoria.
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Recomendaciones

Como trabajo futuro se proponen las siguientes recomendaciones:

— Continuar investigaciones futuras sobre las condiciones geométricas en la frontera,

lo que permita considerar curvas suaves a tramo en general.

— La experiencia acumulada en el problema planteado pudiera ser util en futuras gene-

ralizaciones a dimensiones superiores con ayuda del Analisis de Clifford.

— Analizar si se cumple en general la propiedad S? = I para el operador integral

singular que se definid en esta investigacion.
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