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Resumen

La presente investigacion se enmarca en el campo del Analisis Complejo, el cual
constituye una de las teorias analiticas mas exitosas por sus aplicaciones dentro
y fuera de la matematica. Una generalizacion de la teoria de funciones analiticas
lo constituye la teoria de funciones bi-polianaliticas. Las funciones bi-polianaliticas
han sido estudiadas en las Ultimas décadas y encuentran multiples aplicaciones
en problemas de frontera para ecuaciones en derivadas parciales. Los resultados
obtenidos en esta investigacion pueden ser entendidos como una generalizacion
auténtica de la Integral de tipo Cauchy, las férmulas de Plemelj-Sojotski, los pro-
blemas del salto y de Dirichlet de la teoria de funciones analiticas sobre la clase
de Hodlder, a la teoria de funciones bi-polianaliticas sobre la clase de Lipschitz con

exponente arbitrario.



Abstract

This investigation stands on in the field of Complex Analysis which constitutes one of
the most successful analytic theories due to their applications in and out of mathe-
matics. A generalization from the theory of analytic functions constitute the bi-po-
lianalytic theory functions. These functions have been studied in the last decades
and they find different applications in frontier's problems for equations in partial
derivates. The results in this investigation can be understood as an authentic ge-
neralization of the Integral of Cauchy’s type, Plemelj-Sojotski’'s Formulas, Problems
of jump and Dirichlet from the Theory of analytic functions about Holder’s class to
the bi-polianalytic functions about Lipschitz’s class with arbitrary exponent.
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Introduccion

La teoria del problema de contorno de Riemann [}, para funciones analiticas es una
de las ramas mas importante del Analisis Complejo. Esta teoria encuentra aplica-
ciones en disimiles campos de la Matemética, la Mecanica, la Fisica y la Ingenieria.
Ejemplo de ello es la Teoria de fracturas de perfiles aerodindmicos, mas concreta-
mente, muchos de estos problemas se modelan a través de un problema de con-
torno para la ecuacion de Laplace, que contiene condiciones de frontera mixtas.
A partir del método de Wiener/Hopf [6, pp. 5-8] estos problemas se reducen a un
problema de contorno de Riemann.

En la Teoria de Colas [4, p. 645], muchas situaciones se modelan a través de ecua-
ciones integrales de tipo convolucién y éstas Ultimas, mediante la transformada de
Fourier, se reducen igualmente a un problema de contorno de Riemann. Por otra
parte, las ecuaciones integrales singulares con nucleo de Cauchy, las cuales surgen
en el analisis armédnico, son efectivamente reducibles a un problema de contorno de
Riemann.

En la Teoria de aproximacion de funciones analiticas [4, p. 634], con la ayuda de la
transformacion de Borel, varios problemas concretos se reducen a la resolucion de
cierto problema de momentos en un dominio complejo, que se resuelve mediante
el método de problemas de contorno.

El matematico aleman Bernhard Riemann (1826-1866), dio a conocer [4}, p. 171] por
vez primera el problema de contorno en su obra sobre ecuaciones diferenciales con

” o«

'También conocido como “problema de Hilbert”, “problema de conjugacion lineal”, “problema de
conjugacion”, “problema de Hilbert-Privalov” o “problema de Riemann-Privalov”.



INTRODUCCION

coeficientes algebraicos. El problema homogéneo se enuncia por él para el caso de
n pares de funciones buscadas en relacidén con el problema de la basqueda de una
ecuacion diferencial cuyas integrales experimentan, en el recorrido alrededor de
unos puntos singulares, la sustitucion lineal prefijada. Por otra parte, el matematico
aleman David Hilbert (1862-1943) fue el primero en resolver el problema de con-
torno homogéneo.

La solucion completa del problema de contorno de Riemann para un dominio sim-
plemente conexo, fue publicada por Gajov en 1937 en su articulo “Acerca del pro-
blema de contorno de Riemann”. En dicha solucion, la Integral de tipo Cauchy [T
resulta ser una herramienta fundamental.

Con exactitud se desconoce quien definié la Integral de tipo Cauchy, es decir, quien
propuso que en la Integral de Cauchy se considere a titulo de densidad una funcién
arbitraria [4), p. 88]. El primer autor en investigar el comportamiento de la Integral de
tipo Cauchy en el contorno, fue el matematico ruso Yulian V. Sojotski (1842-1927)
en el ano 1873, en su tesis de doctorado “Acerca de ciertas integrales y funciones
que se emplean durante el desarrollo en series”. Sojotski obtuvo las formulas de los
valores limites de la Integral de tipo Cauchy cuando la densidad satisface la condi-
cion de Holder. Fue Alexei |. Markushévich (1908-1979) quien senalara el papel de
las obras de Sojotski en la teoria de la Integral de tipo Cauchy, pues fueron olvi-
dadas y no contribuyeron al desarrollo posterior de la teoria.

En el afno 1908 el matematico esloveno Josip Plemelj (1873-1967), publicé las
formulas de Sojotski para las mismas condiciones, pero de una manera suficien-
temente rigurosa. El demuestra que los valores limites de la Integral de tipo Cauchy
satisfacen la condicion de Hélder [P Pero lo principal consiste en que por vez primera
la Integral de tipo Cauchy fue utilizada como un aparato matematico, con el objetivo
de resolver un problema de contorno de la teoria de funciones analiticas.

Las funciones bi-polianaliticas han sido tratadas en los ultimos anos por varios auto-
res, las cuales son una generalizacion de las funciones analiticas que preservan

" Augustin Louis Cauchy (1789-1857) fue un matematico nacido en Paris, Francia.
2Otto Ludwig Hélder (1859-1937) fue un matematico nacido en Stuttgart, Alemania.



INTRODUCCION

algunas de sus propiedades fundamentales. La presente investigacion se enfoca
en el estudio de problemas de contorno para este tipo de funciones mas generales.
Las clases de funciones consideradas en la literatura especializada hasta el mo-
mento como datos del problema, constituyen subclases de funciones diferenciables,
incluso sobre la frontera del dominio considerado. Esta es una importante limitacién
para el estudio de problemas de contorno, pues la misma exige un conocimiento de
la funcién dada mas alla de la curva, es decir, en una vecindad abierta de la misma.
Con el presente trabajo se muestra que no es necesaria tal restriccion, si en lugar
de funciones diferenciables, se consideran funciones de la clase de Lipschitz con
exponente arbitrario. Esto permite explotar el comportamiento de frontera de la Inte-
gral de tipo Cauchy bi-polianalitica definida sobre esta clase de funciones continuas
y obtener soluciones para el Problema del salto y de Dirichlet, sin exigir a priori
condiciones de diferenciabilidad.

Entonces se reconoce el problema cientifico siguiente: ; Como extender las técni-
cas de trabajo establecidas en la literatura en la solucion de problemas de contorno
de Riemann para funciones analiticas al caso mas general de funciones bi-poliana-
liticas?

Hacia su solucion se encamina este trabajo investigativo. De modo que, se declara
como objeto la Teoria de los Problemas de Contorno de Riemann y como campo
el problema de contorno de Riemann para funciones bi-polianaliticas. La autora se
propone el objetivo general de resolver un problema de contorno de Riemann para
las funciones bi-polianaliticas sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario.
En correspondencia con el mismo, se declaran como objetivos especificos:

— Definir la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz
con exponente arbitrario

— Determinar los valores limites de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica
sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario
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— Resolver el Problema del salto para funciones bi-polianaliticas, como caso
mas simple de problema de contorno de Riemann

— Resolver el Problema de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas.
Su alcance presupone dar respuesta a las preguntas cientificas siguientes:

— ¢ Se podra generalizar la Integral de tipo Cauchy sobre la clase de Holder a la
clase de funciones de Lipschitz con exponente arbitrario?

— ¢La Integral de tipo Cauchy sobre la clase de funciones de Lipschitz con ex-

ponente arbitrario representara una funcion bi-polianalitica?
— ¢ Podra solucionarse el Problema del salto para funciones bi-polianaliticas?

— ¢ Se resolvera el Problema de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas?

Para responder las preguntas anteriores fue necesario realizar las tareas de inves-
tigacion siguientes:

— Reuvision bibliografica sobre el estado actual de la Teoria de los Problemas de

Contorno de Riemann para funciones analiticas.

— Analisis y estudio de la Teoria de funciones bi-polianaliticas, las cuales re-
presentan soluciones de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales mas
generales que el sistema de Cauchy-Riemann.

— Estudio de las Formulas de Cauchy relacionadas con las funciones bi-polia-

naliticas.

— Definicién de una nueva Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase
de funciones de Lipschitz con exponente arbitrario.

— Estudio de la solubilidad y solucion de un Problema del salto, como caso mas
simple del problema de contorno de Riemann para funciones bi-polianaliticas.
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— Estudio de la solubilidad y solucidén del Problema de Dirichlet para funciones
bi-polianaliticas.

Los métodos utilizados en el desarrollo de este trabajo estuvieron determinados
por los objetivos y las tareas de investigacion. A nivel tedrico se emplearon los
métodos de: analisis y sintesis, induccion y deduccion, e histérico-16gico; todos de
gran utilidad en el estudio de fuentes de informacién y en el procesamiento de los
fundamentos cientificos.

El problema de contorno de Riemann con coeficientes pertenecientes a la clase de
Holder ha sido tratado por Gajov en [4]. Se ha estudiado el problema de contorno
para el caso de funciones bi-polianaliticas en el articulo [3] de los autores Begehr
y Kumar y en el articulo [2] de los autores anteriormente mencionados en conjunto
con Chaudhary.

Los aportes de la autora en la presente investigacion radican en:

— Se integran los elementos tedricos fundamentales del problema de contorno
de Riemann para las funciones analiticas, con los de las funciones bi-poliana-
liticas

— Se propicia un enriquecimiento tedrico derivado de la extension de la Integral
de tipo Cauchy para funciones analiticas a las funciones bi-polianaliticas de
orden 2.

Las novedades cientificas consisten en que por primera vez:

— Se define la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz
con exponente arbitrario.

— Se soluciona el Problema del salto para funciones bi-polianaliticas de orden 2,
a partir de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz
con exponente arbitrario.
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— Se soluciona el problema de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas de or-
den 2, a partir de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario.

La problematica investigada y los resultados alcanzados han sido expuestos par-
cialmente por la autora en eventos, tales como la Xll Jornada Cientifica Estudiantil
de la Facultad de Matematica e Informatica, la Xl Jornada Cientifica Estudiantil de
la Universidad de Holguin Oscar Lucero Moya, en los cuales las ponencias presen-
tadas resultaron destacadas, y el XXI Férum Nacional de Estudiantes Universitarios
de Ciencias Naturales, Sociales, Exactas y Humanisticas.

La estructura de la tesis consta de Introduccién, dos Capitulos, Conclusiones, Re-
comendaciones y Bibliografia.

En el Capitulo | se exponen los principales conceptos sobre los cuales esta edifica-
da toda la investigacion, y que sirven de base teorico-referencial a la resolucion del
Problema. En él se introducen la Férmula de Cauchy y algunos de los resultados
propios de esta investigaciéon como es la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica so-
bre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario.

En el Capitulo Il se soluciona el problema cientifico. Los resultados obtenidos en los
andlisis pertinentes del Capitulo | son aplicados a la enunciacion y demostracion de
las Férmulas de Plemelj-Sojotski y a las soluciones de los problemas del salto y de
Dirichlet para funciones bi-polianaliticas.



Capitulo 1

Integral de tipo Cauchy
bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

Este capitulo esta dedicado a la exposicion de los fundamentos tedricos que sirven
de base a la presente investigacion. De manera general, esta divido en tres partes:
en la Secciéon se enuncia la teoria necesaria para la solucion de los problemas
de contorno de Riemann para las funciones analiticas, la cual sirve de teoria preli-
minar a los problemas de contorno de Riemann para las funciones bi-polianaliticas.
Por otra parte, en la Seccion se describe cuando una funcién pertenece a la
clase de Lipschitz con exponente arbitrario y se plantean algunos de los teoremas
auxiliares del resto de la investigacion. Por dltimo, en la Seccién [1.3)se muestra una
formula de representacion para las funciones bi-polianaliticas, analoga a la Férmula
de Cauchy para funciones analiticas, a partir de la cual, en la Seccion se define
la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente
arbitrario.



1.1 Integral de tipo Cauchy clasica

1.1. Integral de tipo Cauchy clasica

A continuacién se enuncian algunos resultados de la teoria de funciones de la va-
riable compleja. En lo adelante seran se interés funciones definidas sobre algun
dominio 2 C C. Se supone que u(x,y) es una funcién real de dos variables reales x
y y definida sobre Q. La funcion u(x, y) se dice diferenciable en el punto (o, yo) € Q2
si puede ser escrita en la forma

u(z,y) — u(xo, yo) = Ao, yo)(* — o) + B(Zo, Y0)(y — Yo) +

e1(x, ¥; 2o, Yo)( — x0) + €2(, Y5 20, Yo) (¥ — Yo)

donde
e1(z,y; 20, Y0)(x —x0) = 0 Y €2, Y520, 40) (Y — o) — 0

cuando (z,y) — (zo,y0). Los coeficientes A(xg,y0) ¥ B(xo,30) Son las derivadas
parciales de la funcion u(z,y) en el punto (zo, yo):

ou(x,y)
ox ’

(z,y)=(z0,y0)

ov(z,y)
dy

A(x()ay()) = B(Io’yo) =

(z,y)=(z0,y0)

Teorema 1. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcion de una variable compleja
definida sobre el dominio 2. Entonces una condicion necesaria y suficiente para
que f(z) sea diferenciable (como una funcion de una variable compleja) en el punto
2o = xo+iyo € S es que las funciones u(z,y) y v(x,y) sean diferenciables (como fun-
ciones de dos variables reales = y y) en el punto (zy,yo) y satisfagan las ecuaciones

de Cauchy-Riemann
Ou Ov  du ov

%_a_y’ a_y:_% (1.1)
en el punto (xq, o). Si estas condiciones son satisfechas, la derivada de la funcion
f(z) en el punto z,, que sera denotada por f'(zy), puede ser representada de una
de las siguientes formas

ou OJv Ov Ou Ou Ou Ov Ov

R A T TR TR T T A

donde las derivadas parciales estan evaluadas en (x, yo).



1.1 Integral de tipo Cauchy clasica

Definicidon 1. Una funcion compleja f(z) la cual es diferenciable en el dominio 2,
es decir, en cada punto de 2, se dice analitica[l| en . Si f(z) es analitica en una
vecindad de =y, f(z) se dice analitica en el punto z.

Observacion 1. Es conocido del calculo que una condicion suficiente para que las
funciones u(z,y) y v(z,y) sean diferenciables en el dominio 2 es que

ou Ov Ou Ov

gu dvodu v 1.2
ox’ Oy 0y Oz (1.2)

existan y sean continuas sobre (). Asi, una condicion suficiente para que la funcion
f(2) = u+iv sea analitica en ) es que las derivadas parciales existan, sean
continuas y satisfagan sobre (2.

Sea I un contorno cerrado suave P en el plano de la variable compleja z. Se deno-
tara por Q" el dominio dispuesto dentro del contorno T, y se llamara interior; y al
dominio complementario a Q* U T, en el que esta contenido el punto infinitamente
alejado, se llamara exterior y se denotara con Q.

Aligual que en la mayoria de los manuales de la Teoria de funciones de la variable
compleja, en [5, pp. 131-133] se enuncia y demuestra la formula integral de Cauchy.

Teorema 2 (Formula integral de Cauchy). Sea I" un contorno cerrado suave en el
plano de la variable compleja =. Si f(z) es una funcion analitica en Q* y continua
en QT UT, entonces

1 fQ) . | flz), z€Qf
%F/ﬁdc{o, seq

Por otra parte, si f(z) es analitica en el dominio Q~ y continua en Q= UT y si tiene
un valor limite f(z) para = = oo resulta que

1 /f(C)d _{ f(o0), zeqQt
_ C_

2mi ) (— =z —f(2)+ f(c0), z € Q~

'En ocasiones a las funciones analiticas también se le denominan holomorfas o regulares.
2Por contorno suave se entendera una linea simple, sin puntos multiples, cerrada o abierta, cuya

tangente cambia continuamente; ademas, esta linea no tiene puntos de retroceso.



1.1 Integral de tipo Cauchy clasica

La formula de Cauchy permite calcular los valores de la funcién en cualquier punto
del dominio, siempre que se conozcan sus valores en la frontera de éste.

Definicion 2. Se denomina Integral de Cauchy a la expresion
RS / f©) 4o
2 ) (— =z
r

Definicion 3. Sea I" un contorno suave, cerrado o abierto, dispuesto integramente
en la parte finita del plano; ¢ es una coordenada compleja de sus puntos y f(¢), una
funcion continua de los puntos del contorno. La integral

O(2) = %/Cf(%dg

es la Integral de tipo Cauchy.

La Integral de tipo Cauchy representa una funcion analitica en todo el plano de
la variable compleja, a excepcion de los puntos del propio contorno I'. Una de-
mostracion de este resultado se puede encontrar en [7, pp. 299-301].

Gajov en su obra [4], pp. 19-22] trata las funciones que satisfacen la condicién de
Holder.

Definicion 4. Sea T una curva suave y sea f(t) una funcion de los puntos de dicha
curva. Se dice que la funcion f(t) satisface la condicion de Hélder, si para dos
puntos cualesquiera de esta curva se verifica

|f(t2) — f(t1)| < A|t2 — t1|a, 0< S 1 (1 3)

donde A es una magnitud positiva, la cual se denomina constante de Holder, y o« es
el exponente de Hélder.

Se denota por H,(I') al conjunto de funciones que satisfacen la condicién (1.3)
sobre el conjunto de puntos pertenecientes a I', donde a es la misma constante
para todas las funciones del conjunto H,(2). Si « fuera mayor que la unidad, de la
condicion (1.3) se deduce que la derivada f'(t) es siempre nula, y la funcion f(t)

10



1.1 Integral de tipo Cauchy clasica

seria idénticamente igual a una constante. Por ello se consideraque 0 < o < 1. Si
a = 1, la condicién de Hélder coincide con la condicién de Lipschitz D Sityy t; son
suficientemente proximos uno al otro y la condicion de Hélder se cumple para cierto
exponente «;, también se cumplira para todo exponente a < «;. Lo reciproco, en
el caso general, no es cierto. Asi pues, a un « menor le corresponde una clase de
funciones mas amplia. La clase de funciones mas estrecha sera aquella en la que
las funciones satisfacen la condicion de Lipschitz, es decir la condicién de Hoélder
con exponente o = 1.

Definicion 5. El valor principal segun Cauchy de una integral singular

/ d ., (a<e<b)

se denomina el limite

, / d / d
lim +
e—0 €T — C xr — C

a c+e

Es conveniente investigar la integral curvilinea singular como una funcion de varia-
ble compleja para el decursar de la presente investigacion.

Definicion 6. SeaI" un contorno suave, y sean (, t las coordenadas complejas de
sus puntos. Tomando por centro el punto t del contorno, se traza una circunferencia
de radio p. Se designa por g la parte del contorno I" recortada por la circunferencia.

El limite de la integral
f(¢)
=
I—g

para p — 0, lleva el nombre de valor principal de la integral singular

'En bibliografia que trata el tema, en ocasiones la condicién de Holder se denomina condicion
de Lipschitz con exponente a.

11



1.1 Integral de tipo Cauchy clasica

Se puede comprobar que la integral singular %dg‘ para la funcién f(¢), la cual
satisface la condicion de Hoélder, existe en el séntido del valor principal.

Para una funcién analitica, definida por la Integral de tipo Cauchy, el propio contorno
de integracion es una linea singular. A continuacion se enuncia un resultado rela-
cionado con el comportamiento de la Integral de tipo Cauchy en el propio contorno
de integracion.

Teorema 3 (Lema fundamental). Sila densidad f(() satisface la condicion de Hélder
y el punto t no coincide con los extremos del contorno suave T, la funcion

we) = o [ L9210

se porta, al pasar por el punto = = t del contorno, como una funcion continua.

El resultado que aparece a continuacion esta relacionado con los valores limites de
la Integral de tipo Cauchy en el contorno de integracién, en los cuales interviene
una integral singular.

Se designa por @7 (¢), ¢ (¢) los valores limites de las funciones analiticas ®(z), ¢(z)
respectivamente, cuando el punto z va aproximandose desde el interior de I" al pun-
to ¢ del contorno, y con ®~(¢), v~ (¢), cuando dicha aproximacion se realiza desde
afueraﬂ Los valores de las funciones correspondientes en el punto ¢ del contorno,
se designan simplemente &(¢), v (t), con la particularidad de que la integral singu-
lar ®(t) = -~ J %d( se entiende en el sentido del valor principal. Se parte de las

271
o2mi, z € QF
d bl
/ ¢ :{ 0, ze€Q~
2 (=2 , z€T

i,

igualdades,

y se tiene

vt = ()~ L1

'Para un contorno abierto esto corresponde a los valores limites a la izquierda y a la derecha.

12



1.2 Teoremas y definiciones auxiliares

Como la funcién v (¢) es continua, en virtud del Teorema 3] los miembros derechos
de las igualdades anteriores son coincidentes. De aqui se obtiene que

1
(1) = /(1) + o) (1.4)
1
(1) = —5/0)+ ()
Las férmulas (1.4) se denominan Féormulas de Plemelj-Sojotski.

Teorema 4. Sea I' un contorno suave, cerrado o abierto, y sea f(() una funcion
de los puntos del contorno que satisface la condicion de Hélder. En este caso la

Integral de tipo Cauchy
_ 1 [ Q)
®(2) = 2m1 / ¢ — de
r

tiene valores limites ®*(t), ®(t) en todos los puntos del contorno I no coincidentes
con sus extremos, al aproximarse al contorno de la izquierda o de la derecha por
una via cualquiera, y estos valores limites se expresan a través de las Formulas de
Plemelj-Sojotski (1.4).

1.2. Teoremas y definiciones auxiliares

Stein en su obra [8, pp. 176—180] define cuando una funcién f definida sobre un
conjunto F' cerrado de R", pertenece a la clase de Lipschitz con exponente arbi-
trario.

Definicion 7 (Clase de Lipschitz con exponente arbitrario). Seak € Z., y se asume
que k < v < k+ 1. Se dice que una funcion f definida sobre F' pertenece a la clase
de Lipschitz con exponente arbitrario, y se denotara por f € Lip(v, F), si existen
funciones f7, 0 < |j| < k definidas sobre F, con f° = f, y tal que si

) fj+l y
Py = 3 06yt Ry (15)
‘j+l|<k
entonces
1fi(z)| <M, y |Ri(z,y)| < M|z —y[" P, Va,ye F|j| <k (1.6)
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1.2 Teoremas y definiciones auxiliares

donde M es una constante positiva, j y | denotan indices mdltiples j = (ji1, jo, ---, Jn),
1= (Iy, 1y, ... 1) con ! = ji '\l gnl, Y 1G] = g1+ Jo + oo 4 Jins 2t = 2l a2 aln,

Se puede notar que la funcion f© = f no necesariamente determina las f7(z), (0 <
|7| < k) anicamente; (se puede considerar, por ejemplo, el caso de una f definida
sobre F', donde F' es un conjunto finito). Asi, en orden de evitar esta ambigledad,
cuando se habla de un elemento de Lip(v, F') se hace referencia de hecho a la
coleccion {f/(z)};<x de funciones que satisfacen y . La norma de un
elemento en Lip(v, F') sera entonces tomada como la mas pequena M para la cual
la desigualdad se satisface. En la definicion recién adoptada se hace una
excepcion si F' = R™. Por Lip(~, F') se debe entonces entender el espacio lineal de
f? = f solo; para la cual por supuesto que existe { f/(x)};<x que satisface y
(1.6).

Nuevamente la norma es tomada por la M mas pequefa que satisface (1.6). Esta
convencion, la cual es adoptada con el objetivo de disponer de una notacion mas
comoda, es consistente con la definicién general de Lip(v, F'), ademas puede ser
facilmente visto que f’(x), |j| > 1, son Unicamente determinadas por f, si F = R".
Mas particularmente, si f € Lip(v,R"), acorde a la definicidn recién dada, entonces
f es continua y acotada y tiene derivadas parciales acotadas de orden no mayor
que k; ademas, ‘3]7{ = f9, 1j] < k, y las funciones f7, para |j| = k pertenecen al
espacio Lip(y — k,R™). Lo opuesto también es verdadero y facilmente establecido.
En el articulo de Begehr [1] se enuncian los resultados tedricos siguientes

Teorema 5 (de la Divergencia de Gauss). Sea Q2 c R? un dominio regular, f,g €
CY(Q;R) N C(;R). Entonces

[ gydndy = [ (say — gis).

Q o0N

O en su forma compleja,
1 1
/wgd:cdy = —,/wdz, /wzdxdy = ——,/de
27 29
Q o0 Q o0

donde z = x + iy, 0. = (9, — i0,), 0: = (0, +i0,), w = u+iv € C*(Q;C) N C(Q; C)

1
2

14



1.2 Teoremas y definiciones auxiliares

Teorema 6 (Representacion de Cauchy- Pompeiu). Sea w € C'(Q;C) N C(Q;C).
Entonces

we ()
w(z) = 27m/(—z C__ (—=z co e

w(z) = ﬁ
(2) Wﬂ/mdfdn

27m C—Z

Definicion 8. Los operadores de Cauchy- Pompeiu para los operadores diferen-
ciales 07"02 y dominios (2 en el plano complejo son

Tponf (2 /Kmn 2 = O f(Q)dgdn

donde param +n > 0, m? +n? > 0,

m)!
™

( (3 f)v ) St m =V
P (*(711) () :)'Zm—l?n—l si n<o0 .
m,n B . -
(mz—1)|(n D |7r‘ [log ’Z| 2 /% - ll/] , 5t 1<m,n

Ellos proporcionaran a través de w = T,,,,f soluciones particulares para 9"02 = f.
En particular

TOnf(

¢)d&dn

[
T f(2) = oo Q/

Ademas, T;, es entendido como el operador identidad, Ty, f = f

f(¢)dédn

Teorema 7 (Operador de Pompeiu). Sea Q un dominio acotado. Si f € L,(2). En-
tonces las integrales

Tof(z ———/f

existen para todo punto » fuera de Q, Tof(2) y Taf(z) son analiticas fuera de Q con
respecto a = y z respectivamente, y se desaparecen en el infinito.

Tof(z) = —=

15



1.3 Formula de Cauchy para funciones bi-polianaliticas

Una propiedad de suma importancia de este operador es

OTaf(z) = f(2)

Vekua en su libro [9, pp. 38—40] enuncia y demuestra resultados relacionados con
propiedades del Operador de Pompeiu con respecto a varias clases de funciones.

Teorema 8. Sea 2 un dominio acotado. Si f € L,(Q), p > 2, entonces la funcién
g = Tof satisface las condiciones

l9(2)| < MiLy(f,09Q), 2€Q

-2
lg(z1) — g(22) < MaLy,(f,00)|21 — 22|, a= pT

donde z,, z, son puntos arbitrarios del plano, y M,, M, son constantes, M, que
depende de p y de 2, mientras que M, depende solo de p.

Corolario 1. Si f € L,(Q2), p > 2 y T f existe para un punto z = z, fijo, entonces
Tof € Ho(Q), a =22y

p

Tof = O(\z|pT?2)en una vecindad de z = oo

1.3. Formula de Cauchy para funciones bi-polianali-
ticas

En el articulo de los autores Begehr y Kumar [3] se define el concepto de funcion
bi-polianalitica de orden n y se brinda una Férmula de Representacion para dichas
funciones, analoga a la Formula de Cauchy para funciones analiticas.

Definicion 9. Se dice que f es una funcion bi-polianalitica de orden n, si satisface
el siguiente sistema

A—1 A+1-

fo= S0 S0, 920 =0 (1.7

16



1.3 Formula de Cauchy para funciones bi-polianaliticas

A partir de la definicién de funcién bi-polianalitica de orden n, se tiene que

A—1 A4 11—
fr=—p 0t ¢

(1.8)

Al calcular el conjugado de la expresion anterior:

A+1 A—1—

(1.9)

multiplicar la ecuacion (1.8) por el factor (A — 1) y la ecuacion (1.9) por el factor
(A+1),

(A —1)? A+1DH(A=1)-
A=1)fz= 5\ ¢+ I\ o)
(A +1)? A+1DA=1)=
A+Df. = 75 ¢+ 75 ¢

y restar las ecuaciones ultimas, se obtiene:

(- Df - (= A AT

—4\
A=Dfe=(A+1)f. = KQS
p=A+1f.=(A=1)fz

lo que implica
o=A+1)fE-A-1f (1.10)

Calculandose 0Z¢ en la expresion (1.10), se obtiene:

026 = (A + 1)02(B:F) — (A — 1)22(0-/)
(A + DIEBT — (A~ DA+ f =0

Luego el sistema (1.7)) puede ser reescrito como
(1 =N f+ (1+N)drd:f =0 (1.11)

Teorema 9 (Férmula de Cauchy para funciones bi-polianaliticas). Sea €2 un dominio
regularﬂ entonces cualquier funcion bi-polianalitica de orden n en ) tal que f €

'Se entiende por dominio regular a un dominio acotado con frontera suave.

17



1.3 Formula de Cauchy para funciones bi-polianaliticas

C(Q) puede ser representada como

g <+Z{ ot [ Aol 0 ol
onN

onN

A1

~ S0 B(G, 2)I (0 <} (1.12)

donde w((, 2) = To,w((), D((, 2) = Thow(() conw(() = = para un z € Q fijo.

Demostracion 1. A/ apllcar el Teorema@

(C)

f<Z) - 2m C—z dgd
B H(¢ IA+1 [ 60
- 2m C—z C_% 4>\ J - dgd TR /g—zdgd”
Q

1
(—=z

Sea z € () fijo y se considera que w(() =

W(C,Z) = TO,nw(C) = (Tl . 1)'

En virtud del Teorema@ se tiene que

- / 0 ((, 2)220(0)d¢
V:l

n

-y / [ z)ag—las(o+ag—"w<c,z>ag¢<<>}dfdn

=1

<

”w

Q
By
Q

De modo similar puede ser tratado el término
) (—=z
Q

18
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1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

Si se tiene en cuenta que

(C? ): nOw '77'/
Q

l\z

La representacion (1.12) es un tipo de formula de Cauchy para funciones bi-poliana-
liticas. Ademas de los valores de frontera de la propia funcion f, también los valores
de frontera de la funcidn polianalitica asociada ¢ y sus derivadas con respecto a z

tienen lugar.

1.4. Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-po-
lianalitica sobre la clase de Lipschitz con expo-
nente arbitrario

En esta seccion se introduce la herramienta matematica que se usara en el estudio
de los problemas de contorno que se abordaran en el ultimo capitulo. Por comodi-
dad en la notacidn, se ha decidido considerar el caso de funciones bi-polianaliticas
de orden 2. Es necesario resaltar que un procedimiento totalmente analogo al que
sera presentado aqui, puede ser desarollado en el caso general.

Al analizar el caso cuando n = 2 en la férmula de representacién (1.12), se obtiene:

A—1 AN+1—— _
" omi / ¢ — z N Q_M/{Tqb({)@zw((, z)d¢ — T¢(C)3<W(C>Z)dé}

o0

1 A—1 A1

5 {Tw@,) 0ed(Q)dC — = ~w(¢, 2) ¢(<)d<}

o0

16 = 5 [ Lac o [ 2t 21000(0) - €)0(6.2) g

2mi f (— =z 21
o002 o0
o [ S {500 - T00 @ A (119
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1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

donde w((, z) y @(¢, z) estan dadas por

Se supone que f pertenece al espacio Lip(y,I") con 2 < v < 3. Se recuerda que
una funcién de esta clase se identifica con la coleccion f7. A partir de los elementos
de esta coleccion se construyen convenientemente las siguientes funciones:

"= (flo +if ) (1.14)
f** _ %(f(ZO) + f(O,Q))

Lo po2) 4 g 50y

=

lo que implica:
o=A+1f —(A-1f
O:0=A+1)f"—(A=1)f

Obsérvese que se cumple que f* = f**, pero por simetria en las expresiones
se dejara escrito f** en los lugares que corresponda. Al sustituir las expresiones
obtenidas para ¢ y 9:¢ en la formula de representacion (1.13) resulta

/f“°> i

dm [ 2O D) = (= DG -
e [ 25 0C O+ DTG — (= 1 ()G -
o [ LG I+ DT — O~ DN +

o [ 2ELa3(C O+ D) ~ O DO

20



1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

De este modo se arriba a la definicion de la herramienta fundamental del resto de
esta investigacion

Definicion 10. Sea I" un contorno suave, dispuesto integramente en la parte finita
del plano; ¢ tal que ¢ = ¢ +in y g(¢) una funcion que pertenece al espacio Lip(v,T")
con 2 < v < 3 sobre los puntos del contorno. La integral
1[99
Cro)e) = o [ ey

T omi (—=z
T

tor [ A+ DO - (= D QG -

211
r

e (A L o+ DO - (- D ()l

o (AL 0+ 05D — (4 - DN +

1 [Af1, * .
o (A Lo 520+ Dg(€) - (- DN (1.15)

se llamara Integral de tipo Cauchy para la funcion g.

1.4.1. Legitimidad de la definicidn

Proposicion 1. La funcion compleja (Crg)(z) esta correctamente definida para todo
z€C\T

Demostracion 2. Para demostrar que la funcion (Crg)(z) existe para todo = € C\T
es suficiente probar que cada uno de los sumandos que la definen son integrales
finitas.

El primer sumando de la funcion (Crg)(z) es la Integral de tipo Cauchy clasica, la
cual esta bien definida. Falta demostrar que los términos restantes también lo son.
Se divide el analisis en cuatro funciones auxiliares

I(z) = / (G, DA+ 1)g™(0) — (A — 1)g™ (OldC

r
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1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

:/@@gz A+ 1)g*(Q) = (A = g (Q)ld¢

111(2 /w O+ DG Q) — (A — D)g=(Q))dC

T

z) = /0<@(C,Z)[(A+1)g*(é) — (A =1)g*(¢)]dC

Se analiza primeramente la funcion I(z). Al determinar el médulo de su integrando
w(¢, 2)[A+1)g™(C) = (A = 1)g™ (O] = [w(¢, )| [[(A +1)g™ () = (A = 1)g™ (O]

pero,

dédn
(-2

¢—¢

{— ¢ dédiy
C—CC—z|

™

Q

puesto que, al hacer la sustitucion Z— z=pe?,0< p<e 0<0<2m, resulta

2
l/ dfdn = / /pdpd9—26
™

B(z,€)

donde B = B(z,¢) es la bola de centro = y radio e.

La funcion [(A + 1)g**(¢) — (A — 1)¢™**({)] es continua sobre la curva I, la cual es
un conjunto compacto, y sobre un compacto una funcion continua es acotada, de
ahi que 1(z) es una integral finita puesto que su funcion integrando es acotada por
ser el producto de una funcion continua por una acotada.

Por otra parte,

/aw O+ DFQ) — (A — Dg*(Q)]de

22



1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

pero,

(=¢) (==
N R
I R EIIE
1 11\ dedq
B WQ/<Z—C Z—z)g—z
1

11 ~_ 1 [ 1 =_
= (;/ﬁdfdngg/z_zdfdn)

Q

Ademas, 1 € L,, Vp, en particular para p > 2 esto va a implicar, en virtud del
Corolario que L [ E—igdfdﬁ yif Z%zdgdﬁ pertenezcan a la clase de funciones
Q Q

de H,(2) con exponente o = =2. De ahi que, al hacer ¢(¢,z) = ﬂédédm
Q

1L g
Wgc_zdé“dn

11(z) = /Q@AQ@KA+1M%Q—4A—1M%QM<
- [-E2 04 0@ - 0 - el

De ahi que 11(z) es una integral finita.

En el caso de la funcion I11(z) el analisis es analogo al de la I1(z). Se puede de-
mostrar que 111(z) representa una integral finita, puesto que su funcion integrando
es el producto de la funcién acotada (¢, z) y la funcién (A+1)g** () — (A — 1)g**()
continua.

Referente a la funcion

V() = /@@@JWA+Df@%%A—D¢KW@

23



1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

se cumple para (¢, z) que

- 1 C—C\ dédi
oic.s) = - [ o (%) =

Q

_ L[ -1 dédp
=

Q

Pero si f(7) € Lip(a,T') = f*(1) = f(7) € Lip(a,T).

e = f {1 / Lil@lﬁ} [0+ Dg°(€) = (= DO

r 7TQ E_CC_Z

De ahi que IV (z) es una integral finita.

1.4.2. La Integral de tipo Cauchy representa una funcion bi-po-
lianalitica de orden 2

Teorema 10. La Integral de tipo Cauchy para la funcion g perteneciente a la clase
de Lipschitz representa una funcion bi-polianalitica de orden 2.

Demostracion 3. Para demostrar que la funcion (Crg)(z) representa una funcion
bi-polianalitica de orden 2, es suficiente demostrar que la funcion (Crg)(z) satisface
la ecuacion , que en el caso que se analiza, n = 2, se obtiene:

(1= Nf 4 (14 N)J20-f = 0. (1.16)

Debido a que la funcion

R (S
@(z)—%/ —
T

representa una funcion analitica en todo el plano de la variable compleja, a excep-
cion de los puntos del contorno T, se infiere que 9-®(z) = 0. Al calcular 93(Crg)(z)
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1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

y 020-(Crg)(z) se obtiene:

03(Crg)(z) = = / AL a8u(C, )+ g™ (0) — (A — 1)g™ (O]} dC —

ol [ A 0 A0+ 050 - (- DO} de -
o / A5 A0+ Dg (0 — (A~ g (0]} dC +
ek [ G0a(¢ a0+ 09 (0 - 0 - )0} &

r

Se puede demostrar que 02w = 0 y 920w = 0. Pero,

B55(C, ) = ¢ — ¢ dedi
Qc {—¢C=

Se tiene que 0-Tof(2) = f(z), donde T, es el Operador de Pompeiu. Por lo tanto,

Por otra parte,
3197 3~ —2(z = ¢) 2
0210:w((, z)] = O¢|02w0((, 2)] = O =
s0(c. ) = (¢, o) - o | ] - =
De ahi que se obtenga:
Cro)(e) = -1 10+ 07T - 0 7T e
A+1 1 \ . 2
T F [(A+1)g" () —(A=1)g (C)]mdéa
o lo que es lo mismo,
3 A+l — — 2(z—=¢) ~
92(Crg)(z2) = I\ 9 J [(A+1)g™=(¢) — (A = 1)g==(C)] =0 d¢ +
A+1 1 , . 2
o [ (A 1g(Q) = (A= 1)g*(¢)] = C)3dC

r
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1.4 Definicion de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario

Por otra parte,
020:(Crg)(2) = 5 [ 1 020s0(C.2) A+ g™ (€) = (A= g™ (Ol —
o [ PRGN+ DT — (A= g (O -
o [ 25005 0+ 05T - (- DF (O +
o | R85 )+ D9 (O — (- DF I
- 1 A—=1 5, —F——— —
BOACr) () = 5= | 2ot 020.0C A0+ D770 ~ (A — DO +
Lo fAami, _
to— | T 920:0(C 2)[(A + 1)g7(¢) = (A = 1)g(Q))d¢
bor [ AL+ 10O — (- D Qe
1 ' A+1 —

- Ta;aza@(g, 2)[(A+1)g*(¢) = (A = 1)g™(¢)]d¢

r

Analogamente, se puede demostrar que 020:w(¢, z) = 0 y 020:0.w((, z) = 0. Ademas,

20:(C.7) = 020005 = (-2 :&(<T—§)) e

puesto que se cumple que 0-To f(z) = f(z), esto va a implicar que 8.T, f(z) = f(z)

PO — 2 g (2O 2
020:0:0(¢, 2) = 0c[0.02w(¢, 2)] 04( =2 ) C—2)p

De ahi que se obtenga:

ZOHCrg) () =~ 5= [0+ D570 - (= 17 (0]
e [0+ D50 - 0 - D=

r
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1.5 Conclusiones parciales

A—11

920:(Crg)(z) = AN 24 / [(A+1)g**(¢) = (A = 1)g=*(¢)] = z)st+
g 10 090 — 4= 050 =

r

Luego, al calcular (1 — X\)92(Crg)(2) + (1 + \)920-(Crg)(z), se obtiene el resultado
esperado.

A partir del resultado obtenido en el Teorema([{Q]es que en lo que sigue a la Integral
de tipo Cauchy para la funcion g dada en la Definicion |10|se le denominara Integral
de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario.

1.5. Conclusiones parciales

En este capitulo se expusieron las bases sobre las cuales se desarrollara la solucion
de un problema de contorno de Riemann, asi como la teoria existente hasta el
momento relacionada con el problema de esta investigacion.

Durante la elaboracién de este capitulo se definioé la herramienta fundamental en
la solucién del problema de contorno Riemann: la Integral de tipo Cauchy bi-po-
lianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario. Se comprobd que
dicha definicidn es legitima y que la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la
clase de Lipschitz con exponente arbitrario representa una funcion bi-polianalitica
de orden 2, resultado analdgo al existente en la teoria de funciones analiticas.
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Capitulo 2

Problemas de Contorno para
funciones bi-polianaliticas

En este capitulo se determinan los valores limites de la Integral de tipo Cauchy
bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente arbitrario. Se presenta
una solucion del problema del salto para funciones bi-polianaliticas, caso particular
importante del problema de contorno de Riemann, y del problema de Dirichlet para
funciones bi-polianaliticas.

2.1. Formulas de Plemelj - Sojotski

Se denota por
(Cig)(2) = lim (Crg)(2)

2eQt

(Crg)(z) = lim (Crg)(2)(2)

zeQ™
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2.1 Formulas de Plemelj - Sojotski

2.1.1. Continuidad hasta la frontera

Sea la representacion

(0,0)
(Cro)) = 5 [ L= ac+

+%/A (€ 2) A+ 1Dg™(¢) = (A =1)g™(Q)]d¢ —
1 )\ 1
1 A+1_ —

5 | T @G A+ Dg(¢) — (A= 1)g g (O)dC +

entonces la funcion dada por la expresion

1A
)_Q_m‘F/gTde

es la Integral de tipo Cauchy, la cual representa una funcion analitica en todo el
plano de la variable compleja, a excepcion de los puntos del propio contorno I'.

Se analizara la continuidad del resto de los sumandos. Se investiga primeramente
la funcion I(z)

/ W(C,2) — (G O+ 1)g™(0) — (A — g™ ()¢

T

/\w — @O+ D)™ () — (A — 1)g™ (O] |dc]

pero, en virtud del Corolario [, w(¢, z) € H,(Q) con respecto a la variable z, y esto
va a implicar que existe una constante M > 0 tal que |w(¢, z) — w({, t)| < M |z — t|*.
Puesto que el producto de una funcion infinitesimal por una acotada, es una funcion
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2.1 Formulas de Plemelj - Sojotski

infinitesimal, se infiere que |I(z) — I(t)| — 0 cuando z — t, lo que es equivalente a
que la funcién I(z) sea continua hasta la frontera.
Por otra parte,

pero,

) \C=¢) ¢~z
_ L1 dedy
TS (=2

1 1 1 ~ 1 1 ~
CZ(ﬂj[CCSn 7%[42570

Q
Como 1 € L,, Vp, en particular para p > 2 va a implicar por el Corolario [1| que
i édgdﬁy 1f Z%ngdﬁ pertenezcan a la clase de funciones de Holder con expo-
Q Q
nente a = 1%2 lo que implica a su vez que ambas funciones son continuas. Para

mayor brevedad en las expresiones se denotara por

AQ) = (A+1)g* () — (A =1)g"(¢)
1 1 ~
B = =— | ——d&dn
(©) /C . £dn




2.1 Formulas de Plemelj - Sojotski

De ahi que

r

La funcion A({) es continua por su definicién y la funcion B({)A(¢) es continua
por ser el producto de funciones continuas sobre la curva I'. De ahi que ambas
funciones pertenezcan a la clase L (Q) Vp, en particular para p > 2. En virtud
del Corolario , las funciones f —BUAL g¢y f d( pertenecen a la clase H,(1),

donde o = 2==. Por lo tanto dlchas funmones son continuas. Por ultimo, la funcion
p

z) [ %dc es también continua al ser el producto de funciones continuas. De

r
estos razonamientos se deduce la continuidad de la funcion I1(z) sobre la frontera,
por ser la suma de funciones continuas una funcion continua. En el caso de I71(z),

111(z) = / SN+ D770 — (A — Dg= (O

T

3|
)
—~
~
S~—
oY
~

2H

o~
|
o~
I 2
|
w

I
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O
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|
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2.1 Formulas de Plemelj - Sojotski

donde

D(¢) = A+ 1g=(Q) = (A=1)g=*(C)

EQ = [SEpod
) C-¢

Se puede ver que E(¢) € L,(£2),Vp. Luego

I11(z) = 1 / E) dedn

v —
QCZ

pertenece a la clase H,(f2), donde a = ’%2 en virtud del Corolario . Por tanto la

funcién I11(z) es continua hasta la frontera.
Finalmente, en el caso de

W) = [a@OI0+ g0 - O - DTl

- [a (1 Q,‘W) A+ 1)g(0) — (A = DF QI
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2.1 Formulas de Plemelj - Sojotski

Se puede comprobar que la funcidon E(g) L,(2),Vp. Luego la funcion IV (z)
pertenece a la clase H,(2), donde o = T’ segun el Corolarlo I Por tanto, IV (z)
es continua hasta la frontera.

2.1.2. Valores limites

De las consideraciones anteriores se obtiene que los valores limites de la Integral
de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente ar-
bitrario pueden expresarse a través de las férmulas

(0,0
(D0 = 5600 + o [T+
o [ ARG A0+ 170 - = g (Ol -

—o [ SRl 0+ D) — (- g (Olde -

1 A+1 " o (A
5 | T @G A+ Dg(¢) — (A= 1)g (Q)]dC +
2%‘ Az:;lacw(é A+ 1g"(¢) — (A = 1)g*(Q)]dC

r

1 1 (0,0)
(Cro)(2) =500 + o [ 9 ac s
I

tor [ 250+ DI (O - (= D QG -
o [ AR 0m(C 2+ DT — (- Vg ()l
o [ 225020+ D50 — (A - DO +

o= [ 2510 10+ 00— (- DO
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2.2 Problema del salto para funciones bi-polianaliticas

o de forma abreviada,

(9(t) + Srg(t)) (2.1)

donde,

(0,0)
Segtt) = = [ L—Pac+

r

o [ AR+ 1570 - = g (Ol -

L A i+ 1050 - (A Dyl -
[ G0+ 05 - (- DI +
o (AL 5C 10+ 107 - (- DOl

r

las cuales se denominaran Formulas de Plemelj - Sojotski. Al restar y sumar las
formulas (2.1), se obtiene

(Cg)(t) = (Cro)(t) = g(t) (2.2)

(Cig) (@) + (Crg)(t) = Sry(t) (2.3)

2.2. Problema del salto para funciones bi-polianaliti-
cas

Sea dada en el contorno simple cerrado suave I', que divide el plano de la varia-
ble compleja en el dominio interior Q" y el exterior Q~, la funcién de los puntos del
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2.2 Problema del salto para funciones bi-polianaliticas

contorno ¢(t) que pertenece a la clase de Lipschitz con exponente arbitrario. El Pro-
blema del salto para funciones bi-polianaliticas [4, p. 110] consiste en hallar las
funciones G*(t) y G~ (t), bi-polianaliticas en los dominios Q" y Q~ respectivamente,
(la funcion G(t) bi-polianalitica a trozos [[) incluido » = oo, las cuales se anulen en
el infinito y en el contorno I" satisfagan la correlacion lineal

GT(t) = G (t) = g(t) (2.4)

La funcion en virtud de la formula (2.2), ofrece una solucién del Problema del
salto para funciones bi-polianaliticas (2.4). Ademas, si una funcién pertenece a
la clase de Lipschitz con exponente arbitrario tendra una representacion como la
diferencia de los valores limites de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre
la clase de Lipschitz con exponente arbitrario.

¢, Sera Unica la solucidon de este problema? Se demuestra que la solucién del Pro-
blema del salto para funciones bi-polianaliticas no es Unica, a diferencia de lo
que ocurre con dicho problema para funciones analiticas.

Se puede observar que toda funcion analitica representa una funcion bi-polianalitica,
pues si f(z) es analitica cumple que

0:f(2) =0

por lo que f(z) va a satisfacer la ecuacion y sera una funcion bi-polianalitica.
Ademas, toda funcion de la clase de Lipschitz con exponente arbitrario es de Hélder,
pues se cumple que Lip(v,,I") C Lip(v,, ") cuando v, > 72. De ahi que se pueda
comprobar que los valores limites de la Integral de tipo Cauchy clasica tam-
bién son soluciones del Problema del Salto para funciones bi-polianaliticas, pues al

restar las expresiones
1
PHE) = (1) + ()

(1) = o f(0)+ ()

Se entiende por funcion bi-polianalitica a trozos a una funcién bi-polianalitica en toda parte
conexa del plano privada de puntos del contorno.
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2.3 Problema de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas

se obtiene

la cual representa el salto de las funciones analiticas ®*(z) y ®~(z) a través del
contorno I', dado por la funcién f(t) € H,(T"). Por lo tanto, en virtud de las consi-
deraciones anteriores, en general, no se puede hablar de la unicidad de la solucién
del problema del salto para funciones bi-polianaliticas.

La solucién del problema considerado puede enunciarse mediante el siguiente teo-
rema

Teorema 11. Una solucion del problema del salto para funciones bi-polianaliticas es
la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lipschitz con exponente
arbitrario.

2.3. Problema de Dirichlet para funciones bi-poliana-
liticas

Dada una funcién f € Lip(v,T). ¢Existird una funcion F' bi-polianalitica en Q y tal

que
Flp=[7?
Solucion
De la ecuacion (2.2), si
(Cr () =0 (2.5)

se cumple que (C{ f)(t) = f(t), que es la condicion de contorno para el Problema
de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas, por lo que la condicion (2.5) es sufi-
ciente para la solucion de dicho problema. De este modo se ha obtenido el siguiente

teorema
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2.4 Conclusiones parciales

Teorema 12. Sea I' un contorno cerrado y suave y f(t) una funcion definida so-
bre T tal que f(t) € Lip(~,T'). Para que la funcion f sea el valor de contorno de
una funcion bi-polianalitica en el dominio interior Q)" es suficiente que se cumpla la
condicion (2.5).

2.4. Conclusiones parciales

En el presente capitulo se determind una solucion del problema del salto para fun-
ciones bi-polianaliticas, la cual se comprobd que no es Unica en general. Ademas,
se encontrd una condicion suficiente para la solucion del problema de Dirichlet para
funciones bi-polianaliticas.
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Conclusiones

En este trabajo se obtienen nuevos resultados:

— Se define una Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de Lips-
chitz con exponente arbitrario.

— Se demuestra la legitimidad de la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre
la clase de Lipschitz con exponente arbitrario.

— Se demuestra que la Integral de tipo Cauchy bi-polianalitica sobre la clase de
Lipschitz con exponente arbitrario representa una funcién bi-polianalitica de
orden 2.

— Se estudian las propiedades de frontera de esta Integral de tipo Cauchy y se
obtiene una férmula para sus valores limites.

— Se resuelve el problema del salto para funciones bi-polianaliticas.

— Se resuelve el problema de Dirichlet para funciones bi-polianaliticas.
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Recomendaciones

Se recomienda para futuras investigaciones:

— Determinar las condiciones necesarias y suficientes que legitimen la unicidad
de la solucién del problema del salto para funciones bi-polianaliticas.

— Resolver el Problema de contorno de Riemann homogéneo y no homogéneo
para funciones bi-polianaliticas.

— Extender los resultados obtenidos para las funciones bi-polianaliticas de orden
2 a las de orden arbitrario.
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