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Sintesis

La tesis se enmarca en el Andlisis de Clifford el cual ofrece un marco
tedrico ventajoso para abordar problemas matematicos y fisicos en dimen-
sion mayor que dos. Cuando el operador de Dirac actia dos veces sobre una
funcién puede hacerlo de dos formas: a un mismo lado, o bien una vez por ca-
da lado. Asi se tienen dos clases de funciones, que satisfacen respectivamente
las ecuaciones 0,0,f = 0y 0,f0, = 0. Las soluciones de la primera son
las funciones armonicas y las de la segunda las funciones inframonogénicas.
Antes de la presente investigacion no se habia reportado una férmula capaz de
expresar una funcién inframonogénica en el interior de un dominio a partir de
integrales de la funcién y de sus derivadas tomadas sobre la frontera. En esta
tesis se demuestra una féormula integral de tipo Cauchy para funciones infra-
monogénicas la cual se usa para obtener una descomposicion de tipo Almansi
para las funciones simultaneamente inframonogénicas y armonicas. Ademéds
estos resultados se aplican a la teoria de la elasticidad lineal por medio de
una reformulacion del sistema homogéneo de Lamé-Navier en términos del
operador 0,(.)0, para obtener una descomposicién aditiva de sus soluciones,

lo que permite descubrir nuevas propiedades de esta ecuacion.
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Introduccion

El Analisis de Clifford es una teoria de funciones que generaliza el Andlisis
Complejo clasico al caso n-dimensional [6, 8]. Su principal objeto de estudio
es la clase de las funciones monogénicas, es decir, funciones con valores en
algebras de Clifford y que pertenecen al nticleo del operador de Dirac, el cual
tiene en esta teoria el mismo papel que el operador de Cauchy-Riemann en
el Anélisis Complejo.

Muchos resultados clasicos han sido generalizados como la formula de
Borel-Pompeiu, la formula integral de Cauchy, el teorema integral de Cauchy
y las formulas de Plemelj-Sojotski, a veces de forma natural, otras no de forma
tan evidente, pues al pasar de dos a mas dimensiones surgen muchas dificul-
tades tanto geométricas como algebraicas. Una de las de mas peso es la no
conmutatividad de la multiplicacion en las algebras de Clifford de dimension
mayor que dos. Esta dificultad trae como consecuencia que el producto de
dos funciones monogénicas no sea en general una funcién monogénica, en
contraste con el producto de dos funciones holomorfas de variable compleja
que es una funcion holomorfa. Para profundizar en los aspectos historicos y
aplicaciones del Andlisis de Clifford se recomienda revisar [8].

Una de las lineas del desarrollo ulterior del Analisis de Clifford ha sido el
estudio de propiedades de las funciones que estan en el niicleo de otros opera-
dores que generalizan al de Dirac; por ejemplo, las funciones polimonogénicas,
las cuales conforman el nticleo del operador de Dirac iterado varias veces por
un solo lado, ya sea por la derecha o la izquierda (ver [3, 26]).

Para funciones polimonogénicas, en los trabajos mencionados se probd una
formula de representacién integral de tipo Cauchy, la cual se obtiene como
consecuencia de una férmula de tipo Borel-Pompeiu, en términos del opera-

dor de Dirac iterado k& veces a un solo lado.



Antes de la presente investigacion, no se habia resuelto el problema de
extraer una férmula de tipo Cauchy para las funciones que anulan el operador
de Dirac iterado p veces por la izquierda y ¢ veces por la derecha (p y ¢
nimeros impares) incluso para el caso del operador 0,(.)0, que aplica el
operador de Dirac una sola vez por cada lado. La solucién de estos problemas
constituye uno de los aportes de esta tesis.

Los primeros intentos de hallar una representaciéon integral para las solu-
ciones de la ecuacién 9, f0, = 0, son reportados en [19, 18], en los cuales se
introduce el término inframonogénicas para denominar las soluciones de esta
ecuacion, las cuales se definen con la motivacion de ser una generalizacion de
las monogénicas y un refinamiento de las funciones biarménicas. Los prin-
cipales resultados de estos trabajos consisten en el uso de estas funciones
inframonogénicas para obtener una nueva descomposiciéon de Fischer para
polinomios homogéneos en R, un teorema de Cauchy-Kowalevski y algunas
propiedades basicas de las funciones inframonogénicas.

La inframonogenicidad es un concepto que surge especificamente en el
Anélisis de Clifford y esta estrechamente vinculado a la no conmutatividad
del producto cliffordiano.

Las funciones inframonogénicas devienen un marco tedrico ventajoso para
reformular el sistema de Lamé-Navier de la teoria de la elasticidad lineal (ver
detalles en [2, 15]). A partir de la férmula de representacién integral de
Cauchy para las funciones inframonogénicas se pueden deducir propiedades
de la estructura de las soluciones de este sistema. En este tema se concentran
los aportes de la segunda parte de esta tesis.

La aplicacién de las funciones cuaterniénicas v-hiperholomorfas en R3,
donde 1 denota un conjunto estructural (ver detalles en [28]), es natural en
el establecimiento de una nueva representacion para la soluciéon general del
sistema de Lamé-Navier, previamente reportado en mencionado en [5, 9, 10,
11, 24, 31], por ejemplo.

Si se tiene en cuenta todo lo mencionado anteriormente, se formula el
problema cientifico de este trabajo:

., Como obtener una férmula de representacion integral de tipo Cauchy
para las funciones inframonogénicas y cémo aplicar esta clase de funciones

para caracterizar la estructura de las soluciones de la ecuacién de Lamé-



Navier?

Un resultado importante de esta tesis, es el vinculo entre las funciones
inframonogénicas en R? y las soluciones del sistema homogéneo de Lamé-
Navier que fue publicado en [22]. Adema&s en ese articulo se demuestran
algunas propiedades de las funciones simultdneamente inframonogénicas y
armonicas asi como la identificacion de estas con la clase de los asi llamados
desplazamientos universales (ver [30]).

La presente investigacion esta encaminada a lograr los siguientes obje-

tivos:

= Obtener propiedades de las funciones inframonogénicas por medio de de
una férmula de representacion de tipo Cauchy. En particular, obtener

una representacion de tipo Almansi.

= Definir una transformada de Cauchy inframonogénica y una de Teodores-
cu asociada a esta, asi como estudiar una generalizacion no trivial de
estos resultados al caso de funciones infrapolimonogénicas (soluciones
del sistema 0F f0, = 0, k impar).

» Caracterizar las soluciones del sistema homogéneo de Lamé-Navier en

términos de funciones inframonogénicas y armoénicas.
Concretamente, los resultados de esta tesis son los siguientes:

= Una férmula de representacion integral de tipo Cauchy para funciones

inframonogénicas (publicado en [20]).

= Definicion de una transformada de Cauchy inframonogénica y una trans-

formada de tipo Teodorescu asociada a esta (publicado en [20]).

= Una representacién de tipo Almansi para las funciones simultaneamente

inframonogénicas y armonicas (enviado a publicar en [22]).

» Una férmula de representacién integral de tipo Cauchy para funciones

infrapolimonogénicas (enviado a publicar en [22]).

» Definiciéon de una transformada de Cauchy infrapolimonogénica y una
transformada de tipo Teodorescu asociada a esta (enviado a publicar
en [22]).



= Descomposicién aditiva de las soluciones del sistema de Lamé-Navier

homogéneo en términos del operador 0,(.)d, (publicado en [23]).

» Caracterizacién del espacio de los desplazamientos universales como
aquel de las funciones que son simultaneamente inframonogénicas y

armonicas (publicado en [23]).

» Reformulacién de la solucion cléasica de Kelvin en el Anélisis de Clifford

como superposicion de dos transformadas de tipo Teodorescu.

En el Capitulo 1 se exponen los principales conceptos y teoremas del
Anélisis de Clifford, en el marco del cual se desarrolla la presente investi-
gacion. Los aportes se concentran en los capitulos 2 y 3.

El Capitulo 2 estd dedicado al estudio de las funciones inframonogénicas
y de las infrapolimonogénicas. Como resultados fundamentales: se demuestra
una férmula integral de tipo Cauchy para las funciones inframonogénicas, se
demuestra ademas una generalizacién no trivial de esta para las funciones
infrapolimonogénicas y se extrae una descomposicion de tipo Almansi para
las funciones que son simultaneamente inframonogénicas y armonicas.

El Capitulo 3 estd dedicado a las aplicaciones de los resultados del Capitu-
lo 2 a la teoria de la elasticidad lineal, en particular al sistema de Lamé-
Navier. Se demuestran varios teoremas sobre la estrutura de las soluciones

de este sistema.



Capitulo 1

Elementos basicos del Analisis
de Clifford

En este capitulo se introducen los principales conceptos y resultados
basicos del Anélisis de Clifford que permiten dar cumplimiento a los ob-

jetivos los objetivos propuestos.

1.1. Preliminares algebraicos

El concepto de dlgebra de Clifford generada por el espacio euclideo R™
constituye una generalizacion del algebra de los ntimeros complejos al caso
multidimenisonal.

Sea R®™ (m € N) el espacio vectorial real R™ provisto de una forma
cuadratica no degenerada de signatura (0,m) y sea (e;)7L, la base ortogonal
correspondiente para R%™. Entonces Ry, el dlgebra de Clifford universal
sobre R%™ es un 4lgebra real lineal asociativa con identidad, tal que los

elementos e;, 7 = 1,...,m, satisfacen las reglas bésicas de multiplicacion
2 _ . _
e;=—17=1...,m

€i€j + €€ = O, 1 7é ]

Para A = {i1,...,ix} C{l,...,m}con 1 < i3 < iy < -+ < i < M,

pongamos e = e;€;, - e;, mientras para A = ), ey = 1 (el elemento
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identidad en Ry ,,). Entonces {e4 : A C {1,...,m}} es una base para Rg,,,

que permite expresar cada elemento x € Ry, de forma tnica como

x:Za:AeA. (1.1)

donde A recorre el conjunto de multindices de los elementos de la base y los
coeficientes z 4 son numeros reales.

Se usard la notacién Sc(z) para denotar la parte escalar de .

Como consecuencia de las reglas basicas de multiplicacién para z, y €

Ry, su producto se define como

Ty = E TAYBEAEB-
A,BC{1,...,m}

Para 1 < k < m, con m fijo, el espacio Rgf,)n de los k-vectores o multivectores

de grado k en Ry ,,, se define como

]R(()k) = spang(eq : |A| = k).

m
Claramente
m
k
Rom = Z ®Ré,7)n'
k=0
Asi, cada elemento a € Ry, puede ser escrito de forma tnica como
a=lao+ a1 + -+ [a]n

donde [ : Rg,p — Rgf,)n denota la proyeccién de Ry ,,, sobre Rgfgl. El nimero
de Clifford [a]; se denomina parte k-vectorial de a.
Si se identifica el vector (zy,...,z,,) € R™ con el nimero de Clifford
T = ZTzl e;z;, entonces R™ puede ser considerado como subespacio de Ry .
Obsérvese que para dos vectores x e y, su producto estéd dado por

zy=zey+zhy

11



donde

es -salvo el signo de menos- el producto interno estandar entre z e y, mientras

1
z Ay =5 (ay —yz) = D eiej(zy; — 250,
i<j
representa el producto exterior estandar entre ellos.
En general, para un 1-vector z y un k-vector Y}, su producto xY) es la

suma de un (k — 1)-vector y un (k 4 1)-vector:
Yy = [2Vi]k-1 + [ZVi]k11-
Los productos interno y exterior entre x e Y se definen respectivamente como
zoYy=[zYi]k1 Yy TAYe = [2Yi]ks1- (1.2)

La conjugacion en el algebra de Clifford se define como @ := ) , a4€a,

donde

_ k .
2= (—1)%;, - -ene;, sl esa=e€, €.

Entonces, para € R™, se tiene que

2T=1z = |z

]
5]

Por medio de esta conjugacién es posible proveer a Ry, de la norma eu-
clideana |a|* = [a@]o. Si |a]2 = 2™|a|?® entonces se obtiene un dlgebra norma-
da.

1.2. Preliminares analiticos

La presente investigacion se concentra en funciones definidas en dominios
de R™ (m > 2), las cuales toman valores en el dlgebra de Clifford Ry ,,. Una
de tales funciones pertenece a alguna clase clasica de funciones si cada una

de sus componentes pertenece a dicha clase. Asi, por ejemplo, en esta tesis
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una funcién con valores en Ry, se denomina armoénica si lo son cada una de
sus 2™ componentes reales.

De esta forma, si G es un subconjunto abierto de R™, se denota por C*(G)
la clase de funciones k-veces continuamente diferenciables en GG. En general,
para un subconjunto E C R™ cerrado la clase C*(E) estd formada por las
funciones f tales que existe un abierto G, E C G tal que f € C*(G). La clase
de funciones continuas en un subconjunto £ C R™ se denota por C(F). La
clase de Holder de exponente o, 0 < a < 1, sobre un conjunto acotado E, la

cual se denota por C%*(FE), es la clase de funciones f tales que

() = F () < clw =yl

Donde ¢ denota una constante genérica positiva, no necesariamente la misma
en diferentes momentos. Por ltimo, LP(E) denota la clase de funciones f
tales que | f|” es integrable sobre E.

Salvo que se especifique lo contrario, se denota por {2 un dominio de
Jordan en R™, es decir, un conjunto abierto, acotado, orientado y conexo
cuya frontera es topoldgicamente compacta.

Una funciéon F' : Q@ C R™ — Rgf,ll se denomina campo k-vectorial o
k-campo.

El Analisis de Clifford tiene como objeto de estudio las funciones que
toman valores en algebras de Clifford, especialmente las llamadas funciones

monogénicas: aquellas que pertenecen al niicleo del operador de Dirac en R™,

az = i ejazj.
j=1

Este es un operador diferencial vectorial, eliptico, de primer orden e invariante

el cual se define como

por rotaciones en el espacio euclideano R™ y constituye una extension natural
al espacio R™ del operador complejo de Cauchy-Riemann. Un hecho notable
que se deriva de la definicién del operador de Dirac, es que este factoriza al
laplaciano en el sentido de que 8; = —/\,,. Esto significa que las funciones
monogénicas son también armoénicas, es decir, soluciones de la ecuacién de
Laplace.

Debido a la no conmutatividad de las algebras de Clifford Ry, (m > 1),

13



para definir el nticleo del operador de Dirac, es necesario indicar por cual lado

de la funcion este actua, asi se definen los nucleos laterales por la izquierda
(M) y por la derecha (M"), dados por

Ml - {f|a£f = O} M = {f|fa£ = 0} (1-3)

Los elementos de estos nucleos se denominan funciones monogénicas por la
izquierda y por la derecha respectivamente. Estas constituyen el principal
objeto de estudio del Analisis de Clifford.

En esta tesis también se hace uso del conjunto M® = M! N M", cuyos
elementos se denominan funciones monogénicas bilaterales o monogénicas a
ambos lados.

Un ejemplo de funcién monogénica a ambos lados es la soluciéon funda-
mental del operador de Dirac, la cual se denomina nicleo de Cauchy, definida

COIMo.

Eife) =~ w <R\ (o)

donde o, es el drea de la esfera unitaria en R™. La funcién Ey(z) en el
Analisis de Clifford tiene el mismo papel que el nicleo de Cauchy en el
Anélisis Complejo, lo cual se manifiesta en las férmulas de representacion
integral para funciones monogénicas.

Ejemplos de funciones monogénicas pueden ser obtenidos por medio de
la llamada transformada de Cauchy cliffordiana:

Sea 2 un dominio de Jordan en R™ con frontera suave I" := 90€). Entonces,
para toda funcién f continua en I', su transformada de Cauchy cliffordiana

por la izquierda Ckf se define como

<@ﬂ@w3/%@—@mwﬂ@%@xg¢n

r

donde dS(y) denota el diferencial de drea y n(y) el vector normal unitario

exterior a {2 en y € T'. De igual forma, la transformada de Cauchy por la

14



derecha de f se define como

(Chf)z / fly —2)dS(y), z ¢ T.

Se puede comprobar que CLf es monogénica a la izquierda en R™ \ T' y
Cj.f es monogénica a la derecha en R™ \ I'. En relacién con la transformada

de Cauchy, se define también la transformada de Hilbert de una funcién

f e Cc%(I):

(SLf)(z) = / Eoly — 2)n(y)f(1)dS(y) . z €T,

r

y de forma andloga su versién a la derecha

(ST f) (z —2/f ) Eo(y — 2)dS(y), z € T.

Estas integrales singulares se entienden en el sentido del valor principal de
Cauchy.

Un operador integral que esté estrechamente vinculado a la transforma-
da de Cauchy, estd dado por la transformada de Teodorescu, que se define

respectivamente a la izquierda Tlo(z) y por la derecha T4 o(z) como

Thola) = — / Eoly — 2)o(n)dV (1), (1.4)
Fela) = - [ P Ey - DaV(y), (15)

donde ¢ es una funcién integrable en €.
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1.3. Foérmulas de representacion integral para

funciones monogénicas y polimonogénicas

Una féormula basica de amplio uso en el Anélisis de Clifford y en particular
en la demostracion de los resultados fundamentales de esta tesis es la férmula

de Stokes en su version cliffordiana.

Teorema 1.3.1 (formula de Stokes) Sea Q2 un dominio de Jordan en R™

con frontera suave I := 0Q y f,g € CY(QUT). Entonces

/ F@)n(y)g(y)dS(y) = / F@),)9()dV (y) + / F)0,9))dV(y) (16)

Q

De esta se deducen las siguientes férmulas de Borel-Pompeiu a la izquierda

y a la derecha, respectivamente.

Teorema 1.3.2 (formula de Borel-Pompeiu a la izquierda) Sea Q un do-
minio de Jordan en R™ con frontera suave T' := 0Q y f € CY{QUT).
Entonces

flz) = Crf(z) + Ta0uf(z) , z € Q. (1.7)

Teorema 1.3.3 (formula de Borel-Pompeiu a la derecha) Sea 2 un dominio
de Jordan en R™ con frontera suave I' := 9Q y f € C*(QUT). Entonces,

fl@)=Crf(z) +Tof(2)0y, z € Q. (1.8)

Para funciones monogénicas a la izquierda y a la derecha de las respectivas
férmulas anteriores de tipo Borel-Pompeiu se obtienen las siguientes férmulas

de representacion integral de tipo Cauchy.

Teorema 1.3.4 (formula de Cauchy a la izquierda) Sea 2 un dominio de
Jordan en R™ con frontera suave I := 9Q y f € CHQUT)NMY(Q). Entonces,

flz) =Clf(z), v €Q. (1.9)

Teorema 1.3.5 (formula de Cauchy a la derecha) Sea Q0 un dominio de
Jordan en R™ con frontera suave T' := 9Q y f € CY(QUT) N M"(Q).
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Entonces,

flz) =Crf(z), =€ (1.10)

Es natural la bisqueda de generalizaciones de las férmulas de Cauchy y
de Borel-Pompeiu a otros ambientes matematicos més generales, tales como
las soluciones de la ecuacion 82 f(z) = 0, donde aparece en lugar del operador
de Dirac, el mismo pero iterado k veces, k € N. Estas funciones se denomi-
nan polimonogénicas de orden k£ o k-monogénicas. Note que para k = 2, la
clase de las funciones 2-monogénicas coincide con la de las armonicas, como
se definen en esta tesis. Las funciones 2-monogénicas también se denominan
bimonogénicas, por eso, a partir de aqui, los términos funcién arménica y
funcién bimonogénica seran intercambiables salvo que se especifique lo con-
trario.

Una férmula de Borel-Pompeiu en términos del operador 65 se obtiene en
[3, 26] por medio de la iteracién de la férmula de Borel-Pompeiu clésica.

Los nucleos de Cauchy de orden superior Fj, se definen de forma tal que
se cumple la recurrencia 0, Ey1 = Fj, donde Ei(z) es una funcién (k + 1)-
monogénica a ambos lados en R™ \ {0}. Las férmulas explicitas de los Ej
aparecen en [26]. En esta tesis que nos ocupa no se hace uso de las expresiones
explicitas de estos nicleos, solo la ley de recurrencia mencionada y algunas
propiedades suaves de estos.

Las transformadas de Cauchy de orden k a la izquierda (Clrk) y a la

derecha (C*) de una funcién f € C*(I') se definen respectivamente como

??‘

-1

Clk )

I
=)

7

/ (y— D)) f(y)dS(y), z ¢ T,

??‘

-1

Crk

I§
o

7

/ L (W)n(y) By —2)dS(y), z ¢ T

De igual forma, las transformadas de Teodorescu de orden k a la izquierda

(T4%) v ala derecha (7*) de una funcién ¢ integrable en Q se definen como

T o(z) = (—1)F / Eirly — 2)o(u)dV(y)

Q
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Toko(z) = (~1)F / o) Brr(y — 2)dV (y).

Las férmulas de Borel Pompeiu a la izquierda y a la derecha quedan como

generalizaciones naturales de las clasicas correspondientes al caso de orden
k.

Teorema 1.3.6 (formula de Borel-Pompeiu de orden k a la izquierda) Sea
Q un dominio de Jordan en R™ con frontera suave I' := 9Q y f € C*(QUT).

Entonces,

fl@)=Cf(z) + T30 flz) zeq (1.11)

Teorema 1.3.7 (formula de Borel-Pompeiu de orden k a la derecha) Sea €
un dominio de Jordan en R™ con frontera suave I' := 0Q y f € C*(QUT).
Entonces,

fl@) =Cr"fa) + T3  f(2)d," z e Q. (1.12)

Si se toma el caso particular en que f es k-monogénica en €2, la férmula de
Borel-Pompeiu se reduce a la formula integral de Cauchy para las funciones

k-monogénicas.

Teorema 1.3.8 Sea ) un dominio de Jordan en R™ con frontera suave I' :==
o0y feCHQUT), f k-monogénica a la izquierda en ). Entonces

fl@)=Ctlflz) zeqQ. (1.13)

Teorema 1.3.9 Sea Q) un dominio de Jordan en R™ con frontera suave I" :==
o0y feCHQUT), f k-monogénica a la derecha en . Entonces

fl@)=Clfflz) zeq. (1.14)

Estas versiones polimonogénicas necesitan no solo de los valores de las
funciones en la frontera sino también de sus derivadas parciales hasta el orden

k — 1, en contraste con la férmula de Cauchy para funciones monogénicas.
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Capitulo 2

Funciones inframonogénicas e

infrapolimonogénicas

En este capitulo se resuelve el problema de obtener una féormula de re-
presentacion integral de tipo Cauchy para las funciones inframonogénicas.
Ademas, se define una transformada de Cauchy que genera funciones infra-
monogénicas a partir de funciones continuas definidas en una superficie suave
en R™.

En segundo lugar, se enuncia y demuestra una férmula de representacion
integral de Cauchy para las funciones infrapolimonogénicas. Esta férmula
constituye una generalizacion no trivial de la hallada para las inframonogénicas.
Es importante aclarar que en la demostracion de esta férmula generalizada,
no funciona el razonamiento andlogo al descrito para la demostracion de la
formula de representacion integral de las polimonogénicas, como resultado,
se propone un nuevo método para probarla, (ver segunda seccién de este

capitulo).
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2.1. Funciones inframonogénicas. Definicién

y propiedades

En articulos recientes [19, 18] se han considerado funciones f :  — Rq

donde € es un abierto de R™ y f € C?%() que satisfacen en Q la ecuacién i
0. f0, = 0. (2.1)

Estas funciones se denominan inframonogénicas y constituyen un refinamien-
to de las biarmonicas y una generalizacion de las monogénicas.

Para lograr que la exposicion de los resultados de la presente investi-
gacion sea autocontenida, a continuaciéon se da una lista de propiedades
mencionadas en [18], como una motivacién para el estudio de las funciones

inframonogénicas.

1. Si una funciéon f es inframonogénica en 2 C R™ con valores en R,

entonces f es armoénica en €.
2. Las funciones monogénicas son inframonogénicas.

3. Si una funcién f es inframonogénica en ) C R™, entonces satisface en
Q el sistema sobredeterminado d3 f = f02 = 0. En otras palabras, f es

una funciéon 3-monogénica a ambos lados.

4. Cada funcién inframonogénica f € C*(£2) es biarménica, es decir sat-

isface en (2 la ecuacion A2 f = 0.

La siguiente proposicién y el corolario que le sigue, son aportes de este trabajo
y muestran propiedades finas relacionadas con las funciones inframonogénicas
que se pueden agregar a la lista anterior. El siguiente resultado muestra que
el operador 0,(.)0, es escalar, en el sentido que preserva la clase de los k-

campos.
Teorema 2.1.1 Sea Fj, un k-campo, entonces 0,F,0, es un k-campo.
Demostracidén. Se tiene que Fy, = > Faey con |A| = k. Entonces
| A=k
8£FA€A8£ = Z ei(ai(‘?ij)eAej = Z(@i(‘?ij)eieAej.
i, Y]
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Luego

m

Opfaealy = Z(@ffA)eieAei + Z(@iﬁij)eieAej =: 3 + 2.
i=1 i#j
Obsérvese que la primera suma ¥; es un k-campo ya que

(—1)Aley, foriec A

€;€A€E; —
(—1)AHley, fori ¢ A

Para la segunda suma se usa la descomposiciéon natural

2y = Z (6iaij)ei€A€j+ Z (@iaij)eieAej

€A, JEA 1¢AJEA
+ Z (8i8ij)e,-eAej—|— Z (@aij)eieAej. (22)
€A, jEA i¢gA,jeA

Bajo cualquiera de las condiciones (i € A,j € A) o (i ¢ A,j ¢ A) mediante
un calculo directo se obtiene e;eqe; = —ejese;. Ademads, se puede demostrar
que 0;0; fa = 0;0; fa, lo cual implica que las dos primeras sumas en (2.2) son
iguales 0. Luego, las dos sumas restantes en (2.2) son k-campos y con esto
concluye la demostracion. W

El siguiente corolario que da un criterio de inframonogenicidad en térmi-

nos de las partes k-vectoriales se deduce directamente del lema anterior.

Corolario 2.1.1 Una funcion f es inframonogénica en {2 C R™ si y solo si

cada una de sus k-partes [flr, 0 < k < m, es inframonogénica en S).

2.1.1. Relacion con las funciones armonicas

La clase de funciones inframonogénicas no coincide con la clase de las

funciones armonicas. Este hecho se manifiesta en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1.1 Sean f,g : R* — Rq,, definidas por [ := x?es y g =
xeax , donde |A| = m.

Un calculo directo muestra que 0,f0, = 0 y aif = 4m e4, por tanto f es
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inframonogénica y no armonica. Por otro lado, agg =0y 0,90, =4m eq, 0

cual muestra que g es armonica y no inframonogénica.

Ejemplo 2.1.2 Sea f : R™ — Ry, monogénica a ambos lados, entonces
las funciones g(x) = z,f(z), i € {1, 2, ---, m} son inframonogénicas y no

armonicas. En efecto,

Op(z;f(2)) = 2,0.f(2) + eif(z) = eif(x)
Op(z; f(2))0: = €i( f(2)02) = 0,

y por otro lado,

Oy (2:f(2)) = Ou(eif (2)).
Ndtese que la expresion Oy(e;f(x)) es en general distinta de cero.

Las funciones armonicas, incluso en el contexto del Anélisis de Clifford

verifican el siguiente principio del médulo maximo.

Proposicién 2.1.1 Sea f : Q C R™ — Ry, una funcidn armdnica en un
dominio de Jordan Q vy continua en Q. Si f se anula en la frontera de €,

entonces f =0 en €.

Demostracién. El hecho de que la funcién f se anula en la frontera de €2,
implica que cada una de sus componentes reales f4 también se anula. Por
otro lado, se puede comprobar que las componentes reales de una funciéon
armonica son armoénicas reales. Entonces, del principio del médulo maximo
clasico se deduce que cada f4 se anula en €2, por tanto f se anulaen 2. W

Este hecho no es cierto en general para las funciones inframonogénicas:
en efecto, si en el ejemplo 2.1.1 se toma la funcion f + e 4, esta obviamente se
anula en la frontera de la bola unitaria y es inframonogénica en su interior,
pero no es idénticamente igual a cero.

Otro ejemplo de funcién inframonogénica para la cual no se cumple el

principio del médulo méximo es f : E — Ry 3, definida por

f(z) = (227 + 25 + 235 — 1)ey,
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donde F es el conjunto {z € R?: 222 + 22 + 22 < 1}. En efecto,

Opf(z) = —4x, + 2xHe0e1 + 2x45e3€7,

O, f(2)0, = —4ey + 2eze169 + 2e3€1€3
= —461 + 261 + 261 =0.

Es evidente que [ se anula en el elipsoide 223 + 25 + 22 = 1, por lo cual no

alcanza el modulo maximo en la frontera del dominio.

2.2. Formula de Cauchy para funciones infra-

monogénicas

En esta seccion se expone uno de los resultados fundamentales de es-
ta tesis: la formula integral de Cauchy para funciones inframonogénicas. El
hallazgo de esta formula estd lejos de ser una simple generalizacion mas
de la férmula de Cauchy clésica. El caso inframonogénico tiene caracteristi-
cas especiales que hacen necesaria la creacion de un nuevo método para el
planteamiento y demostracién de una férmula integral de Cauchy para las
soluciones de la ecuacién 0, f0, = 0. Los resultados de esta seccién se encuen-
tran publicados en [20]. Un hecho importante sobre la forma que adopté es-
ta férmula, es que a partir de ella fue posible definir una transformada de
Cauchy que genera funciones inframonogénicas en el dominio interior a partir
de funciones definidas en la frontera del dominio.

La idea general consistié en probar previamente una férmula de tipo
Borel-Pompeiu en términos del operador d,(.)d,, sin precedente en la litera-
tura. En esta parte de la investigacion tuvo lugar un proceso de introduccion
de notaciones para varios operadores de integrales sobre la superficie y sobre
el dominio interior, que participan en la conformacién de una transformada
de Cauchy inframonogénica y una de Teodorescu asociada a esta.

A continuacién se introducen los operadores integrales sobre la superfi-

cie, los cuales participan en la conformacién de la transformada de Cauchy
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inframongénica obtenida

i=1

Chol(z) = e / Ey(y — z)n(y)o(y)dS(y)e:

Por otro lado, los operadores integrales sobre el dominio que participan en la

conformacién de la transformada de Teodorescu asociada, son los siguientes

T20)(2) = / Eoly — 2)0(y)(y — z)dV (y)

Q

[Tael(z) = —

i

/ Bu(y — D)o)dV (e

Finalmente, los dos operadores fundamentales, cuya naturaleza infra-
monogénica queda clara en las dos secciones siguientes, adoptan la siguiente

forma

. 1
Cirfreg = ~ (0o + CLd)

. 1
Tariap = 5[7}% + T )

2.2.1. Férmula de tipo Borel-Pompeiu

En esta seccion se logra el primer paso hacia la obtencién de una férmula
integral de Cauchy para las funciones inframonogénicas: probar una férmula

de tipo Borel-Pompeiu en términos del operador 0,(.)0,.

Teorema 2.2.1 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave I' y

sea f € C*(QUT). Entonces, se cumple que

f(z) = [CLfl(z) + [Cr™= £0,](z) + [TA™20, £ 0,) (z). (2.3)
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Para la demostracién de este resultado resulta ventajoso introducir un

operador que se define en este trabajo de la siguiente forma:

m

V(f) = exfer

k=1

donde f es una funcién con valores en Ry ,,.
Este operador permite expresar las siguientes propiedades fundamentales,
las cuales resultan vitales para la demostracién de los resultados de toda la

tesis.

Lema 2.2.1 Sean f : Q= Ro,, y Fy Qs RY

abierto de R™. Entonces,
(1) 0x(f z) = (Ouf)z + U(f), (2 f)0:=2(f0) + T(f)
(2) (W (f)) = —2f0y — W(Of), (V(f))0r=—20,f — V(fOy)
(3) 03(f(x)z) = (92f(z))z — 2f(2)0:
(4) 0x(V(f))0x = V(0y f Or), O2(T(f)) = V(0] f).
(5) U(F) = (=1)* (m — 2k) Fy.

0. m, donde Q) es un subconjunto

(6) Si g es una funcion vectorial, entonces
9(z)¥(f(z)) = —¥(g(z)f(z))) — 2f(z)g(z)

Demostracién.

Demostracion de (1).

ekﬁ Zek axkf X + fek]

k=1

Zekﬁxkf z+ Zekfek = (Ouf)z +9(f).
k=1

=1
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Demostracion de (2).

m

0:(U(f) = 0:> ejfe) = > exej(On fle; =

j=1 1<j,k<m
= Y eeOn e+ Y ere(0nfe; =

1<jk<m 1<jk<m
=D D)= D esenlOnfle; =

J=1 kit

1<j,k<m

O, Nes = (> een(@nfles— D ejer(On f)e;) =
j=1 1<j,k<m k=j
1<j,k<m
==2> (00, f)e;— Y ejen(Ou fle; = —2f0, — U(D,f).
j=1 1<j,k<m

Demostracion de (3). Se tiene que

Ox(f(z)z) = 0,0:(f(z)z) = (07f(2))z + ¥(0.f () —
—U(0uf(2)) - 2f(2)0: = (0, (x)z — 2f(2)0s

Demostracion de (4). Por (1) y (2) se tiene que

Op(V(f)Dp = —202f — 0u[U(fO)] =
= —282]0 + 28;]” + V(0 fOz) = V(0p f Ou)-

Se puede demostrar que 92(¥(f)) = (92 f), ya que 02 es un operador real.
Demostracion de (5). La demostracién aparece explicitamente en [19, Proposi-
cién 3).

Demostracion de (6). Para probar (6) se hace uso de la identidad ge, =
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—erg — QQk de donde se obtiene

Z ek)g 29k fek -

k=1

= —Zekgfek - 2ngf€k =
k=1 k=1

—\I/(gf)i— 2fg. =

El siguiente resultado revela una propiedad que se usa en varios pasos de

la demostracién del resultado principal de esta seccion.

Corolario 2.2.1 Sea f € C?*(Q), entonces

Oy[(f(9)0y)(y — 2)] = (8, f (¥)0y)(y — ) + W[(S(

<

SN—
@QJ
=

Demostracion.

De igual forma, una identidad de la cual se hace uso en las demostraciones

de esta tesis es la siguiente.

Lema 2.2.2 Parax € R™, y € R™ con x # y se cumple la identidad
[Eo(y — z)les = —ei[Eo(y — x)] + 2Sc[Eo(y — x)ey).

Demostracién.



n

= (agf(y)ag)(y —x)+ Z 6i[f(y)8y]ei. [ |

i=1

Hasta aqui ya se cuenta con todos los elementos necesarios para demostrar
la férmula de Borel-Pompeiu (2.3) del Teorema 2.2.1.

Demostracion del Teorema 2.2.1.

Sea z € €, elfjase € > 0 tal que B(z,e) :=={y e R™: [y —z| < e} CQy
denétese Q. = 0\ B(z, €). Sean ademds

I = / Eoly — 2)0,(f ()9,)(y — )V ()

Qe

7= [ oty ~ Wl 2)V )

Qe

De acuerdo con la férmula (1.6) y la monogenicidad de Ey(y — x) se

obtiene

I = /Eo@—m(gxf(y)ay)(g—@dg@. (2.4)

00

Si se hace uso del Lema 2.2.1 y del Lema 2.2.2 se tiene

_ / Z{—eiwo@—m(f(g)ag)ei +
+252E0 (y — e (f(y)D,)e:}dV (y) =

- —\IJ{/ [Eo(y — 2)](f(y)0,)dV (y)]} —

9 / (f (1)) Eoly — z)dV ().

Qe

Si se aplica nuevamente la férmula de Stokes (1.6), resulta
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Asi,

—‘1’[/ Ev(y — 2)n(y)(f(y)8,)dS(y)] — 2 /(f(g)ﬁy)Eo(y —z)

Qe Qe

Ademas, por el Corolario 2.2.1

oy / Eoly — 2)(9,()9,)(y — 2)dV (y).

Qe

Entonces

| / Eyly — 2)n()(f(

00

)

([ By~ 00,/ 0)2)dV ()

Qe

2 / (F(9)0,) Eoly — 2)dV (3),

Qe
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y por (2.4) se obtiene

) =

|

/ Eoly - 2)(0,f (1)8,) (y— 2)dV/(

)
O~

5
—~

<

|

B

I3
—~
S
=
S
<
<

|

B
QU
=

RS
SN~—

2 / (F(2)3,) Boly — 2)dV (y). (2.6)

Las integrales de superficie en (2.6) se descomponen de la siguiente forma
9. T

OB(z,¢)
Estimaciones estandares conllevan a

lim Eo(y — z)n(y)(f(y)0y)(y — 2)dS(y) =0,

e—0 =
OB(z,¢)

i [ By - 0nl)(F(0,)dS(w) =0
9B(z¢)

Como consecuencia,

Im [ Eo(y — z)n(y)(f(

e—0
Qe

_ / Eoly — z)n(y)(f(

r

lim [ Ei(y — 2)n(y)(/(2)9,)dS () =
00

S
S~—
&
~—
—~

5

|
1=
SN~—
S8
)
~—~

RS

~—
Il

=
<
=
|
=
N—
Y
&
—~
=



Por otro lado, la integrabilidad de las funciones que aparecen en (2.6) hacen

legitimo el paso al limite ¢ — 0, lo cual muestra que

lim | = | .
e—0
Qe Q

Después de tomar € — 0 en (2.6), se tiene

[ By - 20,100~ 0V () = [ Ealy - 0)n() (1)2,) @ - 2)dS(

Q T

v / Evly — 2)n(y)(f(1)9,)dS(y)]

—\P[/ Er(y —2)(9,f(y)9y)dV (y)] = 275 (f9.)(2) ] (2.7)

Si se hace uso de la versién lateral derecha de la férmula de Borel-Pompeiu
(1.3.3), se tiene

—2T5(f0:)(z) = =2f(z) + 2Cr f (2)-
Ahora, el Teorema (2.2.1) se obtiene directamente de (2.7). ®

2.2.2. Foérmula de Cauchy para funciones infra-

monogénicas

De la férmula demostrada en la secciéon anterior, se deduce en esta seccién
otro de los aportes fundamentales de este capitulo, que es la formula integral

de Cauchy para las funciones inframonogénicas.

Teorema 2.2.2 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave I' y

sea f € C*(QUT). Si f es ademds inframonogénica en ), entonces:

f(z) = [Chfl(x) + [CP=fOy] (x). (2.8)
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Mas explicitamente,

T % / Eo(y — 2)n(y)(f(y)0y)(y — 2)dS(y) +
% e / Ei(y — 2)n(y)(f(y)0y)dS (y)e:. (2.9)

=1 T

Observacién 2.2.1

1. Nétese que [CIPFra £, ](x) en el Teorema 2.2.2 expresa la diferencia en-

tre las funciones monogénicas a la derecha y las inframonogénicas.

2. De forma andloga, se obtienen versiones del Teorema 2.2.1 y del Teo-
rema 2.2.2 en términos de la transformada de Cauchy lateral izquierda
CL. Para ver esto, es suficiente permutar ¢ y n tanto en CX como en

CL, y los operadores asociados

K2)(2) = / Boly — 2)$(y)n(

r

y)(y — x)dS(y),

K@) =S e / Ev(y - 2)0(y)n(y)dS(y)e:,

i=1

; 1
g — (1R + Kol

Las formulas correspondientes son

flz) = [Crfl(@) + K0, f)(z) + (T30, f0:] (2),

flz) = [Crfl(z) + K0, f(z)

cuando f es inframonogénica en €.
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2.3. La transformada de Cauchy infra-
monogénica y la de Teodorescu asociada.

Propiedades

La teoria de las funciones inframonogénicas no estaria completa si no
incluyera la definicién de una transformada de Cauchy inframonogénica y
una transformada de Teodorescu asociada a esta, asi como el estudio de las
propiedades basicas fundamentales de ambas. Ese objetivo se logra en esta
seccion.

Una vez demostrada una féormula de tipo Cauchy para funciones infra-
monogénicas, otro de los aportes de este capitulo que da méas valor y aplicabil-
idad a la representacion integral hallada, es la definicién de una transformada

de Cauchy inframonogénica.

Definicién 2.3.1 Sea f € C(T'), T superficie suave en R™ la cual es fron-
tera de un dominio de Jordan. Se define: CP™¥af(z) = 1[C2f + CLf], | €
o).

La estructura formal de Ci*® motiva la interesante cuestién de cudndo

una funcién F definida en R™ \ I por
F(z) = "™ f(x), feCHD),
es inframonogénica. Una respuesta positiva la da el siguiente teorema

Teorema 2.3.1 Sea I' una superficie suave en R™ la cual es frontera de un

dominio de Jordan y supdngase que f € C1(T'). Entonces
[Cr f(2))0, = Crf(z), x € R™\T. (2.10)
En particular, CPF2 f es inframonogénica en R™ \ T.

Antes de pasar a la demostracion de este teorema, es necesario enunciar
el siguiente lema auxiliar, el cual es consecuencia del Lema 2.2.1 y de la

monogenicidad de Ey(y — z) para y # x.
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Lema 2.3.1 Para x € R™, y € R™ con z # y se cumplen las siguientes
tdentidades:

m

(1) [z B Ey(y — 2)]0, = X" e;:B Eo(y — z)e;

- i=1

(2) [é eil(y —x) Be0, = 2Ey(y — 2)B + i e; B Eo(y — z)e;,

i=1 -

donde B es una constante con respecto a x.

Ahora se procede a la demostracion del Teorema 2.3.1.
Demostracion del Teorema 2.3.1.
Obsérvese que

| Euly = 0n) i@l — 2)dS) = [ (v~ 2w Ealy — 2)dS(w).

r r

Entonces,

€2 ()]0, = | / (v — 2)n(y) f(y) Boly — 2)dS ()0, =
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Ahora se calcula [C}f(2)]0,. Se tiene que

Si se hace uso de la parte (2) del Lema 2.3.1 en la expresién bajo el signo de

integral se tiene

Chf ()]0, = 2 / Eoly — 2)n(y) f (1)dS(y) + (2.13)

T
m

+D e /ﬂ@f(y) Eo(y — z)dS(y)e;. (2.14)

=1

De (2.12) y (2.13) se obtiene finalmente

(G ()]0, = £ {027 (2))0 + [CHF ()]s = Chf(x).

La inframonogenicidad de Ci*f2f es una consecuencia del hecho que CLf es
monogénica a la izquierda. M
i iene presen ructura similar i i un calcu
Si se tiene presente la estructura similar de Cipfraf y 7infra £ yp cdlculo

analogo permite obtener
(76" f (2))0: = Tof(z), en R™\ {QUT}, (2.15)

el cual, junto a la monogenicidad de 7¢ f, en R™\ {QQUT'} implica que Tirfra f
es inframonogénica en R™ \ {QUT'}.

Las propiedades de la transformada de Cauchy inframonogénica estan
estrechamente relacionadas con las de la siguiente transformada de tipo

Teodorescu que se define en este trabajo

. |
T = 5Tae + Tayl
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Como se muestra en el siguiente resultado de la tesis, esta transformada

constituye un operador inverso del operador 0(.)0,.

Teorema 2.3.2 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave y
f e Q). Se cumple la siguiente identidad:

O [Ta™2 f(2)10, = f(z), en Q.

Demostracién. A partir de la identidad Ey(z) = —3F)(z)z se deduce que
[ By =0 @avi) = [ 3By -0y - 05wV () -
0 Q
— 5 (- DB - DV ()
Q
Asi,

[ Bty = 0 fav )0, = 5[ (v~ 2) @) Ealy - )V ()0, =

VEW(y — 2))dV(y) =

I
N | —
D
)
|
&
—
S
&
)
|
=
_|_
i<
3
=

- T (o).

Se puede verificar que

0 [ Baly ~ o))V () = ~2u(6y - )/ )dV () = F(e).

Q
Pero

- [ Ealy— 0V ()] =

Q

= -0l [ By - 0V ()02 = 0T 1w
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Por tanto,

0, T" " f(2)0; = f(z). ™

Para el caso de campos vectoriales, se obtiene el siguiente lema el cual tiene

una aplicacién importante a la teoria de la elasticidad (ver Capitulo 3).

Lema 2.3.2 Sea f € C(Q) un campo vectorial en R®, entonces la transfor-

mada de Teodorescu Tia f se puede reescribir de la forma

infra g L [(—2)(y—z)ef]
T (0) = - / )
Demostracion. Nétese que

% (y—fv)(g—zgof(y)dv(g):

™) ly — ]
11 y-olly—2)f(y)+ fy)y —2)] B
== Q/ : Py dv(y) =
P (y—2)f(y)(y —2) _
4w Q/( 2ly — £|i(g> " 2ly — z)? JaV(y) =

2.4. Funciones infrapolimonogénicas

En esta seccién se demuestra una férmula de Cauchy para las funciones
infrapolimonogénicas, que constituye una generalizacién no trivial de la de-
mostrada para las funciones inframonogénicas. Los resultados fundamentales

de esta seccién se encuentran en un articulo enviado a publicar [21].

2.4.1. Definicién y propiedades

Considérese el sistema

o foi =0,
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donde p y ¢ son enteros positivos.

Notese que si p 0 g es par, el espacio de las soluciones de este sistema es
exactamente el de las funciones (p + ¢)-monogénicas por la derecha y por la
izquierda respectivamente, los cuales han sido abordados en la literatura [26].
Para p y ¢ impares, mayores que 1, el sistema se convierte en 8;’“_1 fo, =0
0 Dy fO2F1 = 0.

No es dificil ver que estos dos ultimos sistemas son equivalentes, asi salvo
que se diga lo contrario se considerara el primero.

Las soluciones de este sistema de ecuaciones en el presente trabajo se
denominan funciones infrapolimonogénicas.

Los lemas que se prueban a continuacién son muy ttiles en lo que sigue.

Lema 2.4.1 Para k > 1 se cumplen las identidades siguientes.
93" (f(2)z) = (92" )z + W(OE* 2 fa)) — (2k —2)0.f(2)03"°. (2.16)
(2f ()02 = x(f(2)5*) + V(932 f(2)) — (2k — 2)0uf (2) 92" (2.17)

Demostracion. La demostracién se realiza por inducciéon sobre k. El caso
k =1 se deduce directamente del Lema 2.2.1(3). Ademas

02 (fz)z) = 0207 (f(z)z) =

= (05 f(a))a + V(02" f(2)) — (2k — 2)0,f (2)0;"°] =
+ (0" f (2) — (2k — 2)0,f ()5 =

= (02 f(2))z + W(0;" f(z)) + 2k0.f O3

La demostracion de 2.17 es completamente andloga. W

Lema 2.4.2 Se cumplen las siguientes identidades:
03" (f(z)a) = (02 f(z))z — 2k f(x) 2" (2.18)
(zf ()" = x(f(2)05*) — 2kd3*" f(x) (2.19)

Demostracién. El caso k = 1 fue probado en el Lema 2.2.1. Si se usa un
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razonamiento inductivo, nétese que

RV (fw)z) = 02 (f(2)z) =

= 0207 f(a)x — 2k f(2)0 ] =

= (3§(k+1)f(£)£) _ Qf(l)azkﬂ B Qkf(g)ﬁik“ _
— (8§(k+1)f(£)£) —2(k+ 1)f(£)a;(k+1)71.

Con esto queda probada la primera identidad. La segunda se prueba de forma

completamente andloga. W

Lema 2.4.3 Se cumplen las siguientes identidades:

O U(f) = —2fR = W) (2.20)

(W(f)OFt = =201 fF — W(fO2) (2.21)
Demostracién. La demostracién de la identidad 2.20 es directa.

OB (W(F)) = —20 " — (@) =

T

— 0,02 2w ()

Como 8;’“’2 es un operador real y si se usa el Corolario 2.1.1 (1), se tiene que

N () = — W) = 207" 2 f 0. =
= —W(9f) —2f0 .

La identidad 2.21 se demuestra de forma analoga. W

Corolario 2.4.1 Sea f una funcion (2k-1)-monogénica bilateral, entonces la

funcion g(x) = f(z)x es infra-(2k-1)-monogénica.

Demostracién. Es una consecuencia directa del Lema 2.4.1 (ver identidades
(2.16) y (2.17)). En efecto,

0 (9) = 7 (fl@)z) = (9" (z)) — (2k = 2)0,f(2)3;"
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021 (9)de = (W(027£(2)))0x = 0

donde se ha usado en el ultimo paso la identidad 2.21 del Lema 2.4.3. W

2.4.2. Foérmula de tipo Borel-Pompeiu

Mediante el uso de los lemas previamente demostrados se procede a probar

el siguiente resultado fundamental de esta seccién.

Teorema 2.4.1 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea f € C*(QUT). Entonces se cumple que

@) = 5L Eoly ~ 20,((£0)8,)(y ~ 2))dS(w) +
=3 [ Bl - 0no, (10, - £)dsw) +

L / Euer(y — 2)n(y) 022 £(1)9,dS (y)) +

+200 T f 4 (2k = 2)C T f -
_ / Eya(y — 2)(0% 1 £(4)0,)(y — 2)dV (y) -
Q

L / Eae 1y — )02 £(1)0,dV ()]

Q

Demostracion. Si se hace uso del Lema 2.4.1, se tiene

0 (W) —2) = @)y —2) + VO F)d,) -

—(2k —2)0, f(0,)07* 2. (2.22)
Se multiplica la identidad (2.22) por Eo,_o(y — z) y se obtiene que

Eop_o(y — z)ﬁik’_l(f(g) (y —x)) = Eaa(y — 2)(3§k_1f(g))(g — )+
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+ By — 2) V(05 f (y)y) — (2k — 2) Eapa(y — 2)0,f(9,)0," 7. (2.23)

Si se usa la propiedad (6) de W del Lema 2.2.1 para g = Ey;_» se tiene

que

Eoy-o(y — 2)U(9;" 7 f()0y) = =¥ (Ear—a(y — 2)0," " f(y)0,)—

(0P £(4)0,) Eapa(y — ). (2.24)
De (2.23) y (2.24) se obtiene

Ene—2(y — )05 (f(9)9,)(y — 2))
= Eaa(y — )05 f(9)0,)(y — 2) —
—\IJ(EQk_2< —x)OQk 2f( )82

) —
—2(055 7 f(y)8y) Ear—o(y — )

—(2k = 2)Eay,2(y — )0, f ()9,

b

Sea Q. =w\ B(zx, €) y I'c = 09..
Sea

he= [ Bacsly - 00 (FW0)(y - 2)aV ()

Qe

Tio= [ Bucaly - 2@ 135 - 0V ()

I = / U(Bapsly — 2)0%2(9)0,)dV ()
Qe
b =2 (G210, Eaaly - £)aV ()
Qe

L= 2k =2) [ Bacaly =~ 0021V (o)

Qe

Estimaciones estandares permiten obtener
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L = ll_f)% Le= /E2k—2(g - E)fﬁk_l(f(g)@y)(g - g))dV(g)
Q

Ti=lmTie= [ Bxoly —2)(0) " f(1)0,)(y — 2)dV (y),

Q
b=l = [ W(Eaaly— 002 2F)0,)V (y).
Q
Iy = lim Iy, = 2 / (05572 (y)Dy) Bar—a(y — x)dV (y),
Q
[4212%]46:(2k—-2X/dE%ﬂg——zﬁﬁklfQDdVTg)

Q

Después de integrar la expresién (2.25) sobre {2 resulta

L=Ti—IL—1Is—I,. (2.25)

Entonces,
Is = —2f +2C0% 7, (2.26)
Iy = —(2k — 2)f + (2k — 2)Ch?* ' f. (2.27)

Si se hace uso de la férmula de Stokes da

[ Bacaly = 00 ) avi) + [ Bacaly - 9108 0))dV (o) =
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Entonces,

[ Bacaly - 0021 )0)av(y) -

Qe

— [ Bucsly - Dm0 21 0,)45() -

Te

_ / Buir(y — 2)02 1 (1)0,V ()
Q

€

Si se aplica ¥ en ambos términos y se tiene en cuenta que V¥ es lineal, se

obtiene
Lhe=8-T,
donde
Ste =W [ Bucsly — 0n)2 *1(0)0,)dS ()
re
y

Tou = U( [ Bacsly = 00210,V (1)

Qe

Después de sustituir en (2.28) se tiene

[].,6 = 71,5 - (Sl,e - 75,6) - (_2f + 2611:75%:_1][‘) -
—(=(2k = 2)f + (2k — 2)C P f).

Luego

Lie=Tie+ Toe—Sie+2f =200 f + (2k — 2)f, (2.28)

Lio=2kf — S1. 200 f — 2k = 2)CR* T f + Tie + Taes (2.29)

1 ol -
f=gpet S+ 268" f + (2 =20 f = The = o, (230)
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Qe
k—2
+30C0 [ By - 9n(0)05(13,) 4~ 2)dS(w)

Sea

Az = [ Baaly - 0000y - )V (),
Q

RS
~—

Bioa = [ Bualy - 0ln@lo2 (/) — 0)ldS(y).

Entonces,

I = Ay o= —Aogp 3+ Bop2 =

= —(—Agk—a + Boy_3) + Bop_o

= Agg—4 — Bax—3 + B2

= —Aop5+ Bop—4 — Bop_3 + Bog_»

= Agg—6 — Bar—5 + Bar—4 — Bop—3 + Bop 2

= Aoj—o, — B1+ By — B3+ By — -+ 4 Boj_o
2%k—2

= Ao+ Y (-1)'Bs.
=1

Por consiguiente
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Finalmente, se obtiene

@) = 5L Baly ~ 20,((F0)8)(y - 2)dS(0) +

=3 1) [ By - ey W0 @ - 2)dS) +

([ Bacsly ~ ()02 0)0,d5(w) +

12077 ) + (2k — 2)CF () —
- / EQk—Z(Q - i)(a;k_lf(y)ﬁg) (g — Z)dv(g) _

Q
([ Bacsly = 00,V (). m
Q
De esta férmula de tipo Borel-Pompeiu, se obtiene la siguiente férmula de

representacion integral de tipo Cauchy para las funciones infrapolimonogénicas.

Teorema 2.4.2 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea f € C*(QUT) tal que 32! f0, = 0 in Q. Entonces, se cumple que

i) = 1k[c”k () + 2k - 20 (@) +

/ Euly — 2)n()di((F1)0,)(y - 2))dS(y) +

=1 r
([ Bacsly = Dm0 1(0)0,45w)]
T
2.4.3. La transformada de Cauchy infrapolimonogénica

y la de Teodorescu asociada

En esta seccion se define una transformada de Cauchy y se prueba que

genera funciones infrapolimonogénicas. Sea F':= {f, f1,... foxr_1} una colec-

cion de 2k funciones integrables sobre I'. Es natural tratar de relacionar la

45



férmula de Cauchy (2.8) con la transformada integral

F s i[zc;’%—l flz) + 2k —2)CE* ' f(z) +

2k
2k—1
#3007 [ By - 0n) )y - 2dS(@) +
L / By — 2)(y) forr ()dS ().

Nétese que Ci*7 ' f(z) v Ch** ' f(z) estén trivialmente en el niicleo de

92F1(.)0y. En efecto, si se tiene en cuenta que 92¥71(.)0, = 9,(.)02" ! se de-

duce que [C;’%_lf(g)m;k*1 =0y 6;’“*1[(?[5%_1]“(@)] = 0. Ademads se cumple

la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.1 La suma
> 0" [ Bty - 0@ i)y - 94S(w

pertenece al nicleo de 92F1(.)0,.

Con el fin de probar la proposicién anterior, se prueban primeramente los

siguientes lemas auxiliares.

Lema 2.4.4 Se cumple la siguiente formula

a;kfl(Ezi(g — g)c(g —1))0, =

donde ¢ es un numero de Clifford.

Demostracién. El resultado se obtiene al tomar f = Fo,_o(y — x)c en el

0, 1< k—1,

Lema 2.4.1. Nétese que 0% 2Fy(y — z) =
- B —Eo(y—z), i=k-1
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02 By — 2)ely — 2)] = (03" Baily — 2)el(y — ) —
—\I’[aik_QEgi(g —z)c] + (2k — 2)[0, Eai(y — g)c]@ik_?’ =

= —\Il(azk_QEgi(g —xz)c) + (2k — 2)[0£8;k_4E2i (y — x)c)0, =
= —\y(agHE%(g —x)e) + (2k — 2)[8;’“’3Egi(g —z)cld, =

_Jo i <k-—1,
—W((Eo(y —z)c)) + (2k = 2)cEo(y —z), i=Fk—1

En efecto,
(022 Eag—a(y — 2)c|0, = ~[Er(y — 2)c]0, = (2.33)
= —cEl(g —2)0, = ch(gi —z). (2.34)
Entonces,
0, i< k-1,
2 (Bya(y — )y — 2))0, = 4
\Il((Eo(g —z)c)0;), i=k—1. 1

Lema 2.4.5 Parax € R™, y € R™ con z # y se cumple la siguiente identi-
dad:
3;’“_1(E22-+1(g —x)e(y —2))0, =0, i <k —2.

Demostracion. Si se hace uso del Lema 2.4.1, resulta

e e 0, i<k-—2,
0 [EBaini(y — 2)ely — )] {(Qk —2)(Eo(y — 2)0)dy, i=k—2.

Caso 1: i < k — 2. Se probara que

O By (y — z)e(y — 2)] = [0 By (y — z)c](y — z)—

—\I’[a;k72E2H_1 (g — &)C] —+ (2]{? — 2)[82E21+1(g — @)c]@iki?’ =0.
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Primero, se puede apreciar que

3§k*1E2i+1(g —x)c=0,

8§k_2E2i+1(g - l)C =0.

Por otro lado,

O Eniia(y — 2)c|03" ™ = 0,05 [ Eaiia (y — 2)c]0, = (2.35)
= 023 By (y — )]0, = 0. (2.36)

Caso 2: 1 = k — 2. Se tiene que
8;’“_3E2k_3(g —x)cl]0, = Eo(y — z)c|0,. M (2.37)

Demostracion de la Proposicion 2.4.1.

Sean las notaciones:

1
PPF)(z) = —
F 2k

J;MF

/ Eaily — 2)ny) fauly) (4 — 2)dS () (2.38)

1

_ Z D" Exvaly — 2)n(y) faina (y)(y — 2)dS(y) (2.39)
2k

r

Se puede comprobar que

2k—2

> (—1)i+1/E@ 1y — 2)n(y) fi(y)(y — 2)dS(y) = I* + I

=1 T

pero
PP+ 110, =0

por los lemas anteriores, lo cual completa la demostraciéon. ®

Todo lo anterior motiva a definir la siguiente transformada de Cauchy
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asociada al operador 02¢71(.),

(e (@) =

S / Eyer(y — 2)n(y)d(1)dS ()]

r

La denominacion de transformada de Cauchy infrapolimonogénica para

infrak 1 . ..
Cr™" la justifica el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3 Sea ¢ una funcion integrable sobre T'. Entonces [C™**¢)(x)

pertenece al niicleo del operador 02°~1(.)d,.
Antes de pasar a la demostracién se prueba el siguiente lema.

Lema 2.4.6 Parax € R™, y € R™ con z # y se cumple la siguiente identi-
dad:

02 (W(Bar-1(y — 2)0))0p = —W((Eo(y — 2)c)0y).

Demostracion.
071 (W(Bapr (y — 2)0)) = 0,052 (U (B (y — 2)c)) =
= 0,0(07"*(Eo—1(y — 2)c)) =
= 200" (Bop1(y — 2)0)0p — V(0,07 *(Ear1(y — z)c)) =
—2(Eop1(y — 2)e) 02" = W(02 (B (y — 2)c)) =
~2(Bag1(y — 2)e) 05?0, + U((Boly — z)0)) =
(azk *Eoi, 1y —2)c)0, + V((Eo(y — z)c)) =
= —2(Ex(y — z)0)0p + V((Eo(y — z)c)) =
= —2(CE1(y 2))0y + V((Eo(y — z)c)) =
Eo(y —z) + W((Eo(y — z)c))
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Ahora, si se usan las propiedades de ¥, se tiene que

(2¢Eo(y — z) + W((Eo(y — 2)c)))0: =
= 2cEo(y — 2)0x — V((Eo(y — 2)¢))0s) =
= —U((Eo(y —2)c))d,). ™

Demostracién del Teorema 2.4.3. A partir de los lemas 2.4.4 y 2.4.6

se deduce que

aikfl[clijnfra,k(b] (.CC)
= / Bucaly — 2)n(y)6(w))(y — 2)dS(1), +

S

o0 \IJ/E y — 2)n(y)é(y)dS (1)), = 0.

r

En esta tesis se define la siguiente transformada de Teodorescu

infra 1
7?2 frak - _ﬁ(ﬂ +75)7

donde
T f)() = / sy — 2)f (9) (y — 2)dV(y), (2.40)
Q
T f)(x) = 0 / Eyer(y — 2)F()dV (y)). (2.41)
Q

Teorema 2.4.4 Sea 2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave y
f e (). Se cumple la siguiente identidad

a2k 1(7—1nfra kf)@ _ f (242)
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Demostracion. Se tiene que

O (T ) = — (T () + 2 TAW). (243)

OFUT, f(x) = 82+ / Enaly — 2)/(

Q

y)(y —z)dV(y).

Si se realizan las siguientes transformaciones

o2k / Eaaly — 1) f(y)(y — 2)dV (y) =

Q

_ / (05 By — 2) f (0))(y — 2)dV ()

‘I’(azkﬂEQkfz(y —z)f(y)dV(y) +

(2 - 2) / 0,07 () B sly — ) f()0dV (y) =

__ / U(Ey(y — 2)f (y)dV (y)+

Q
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2/<:—2/ Y)]0:dV (y) =
/‘I’ f(y))dV (y)—
2k—2/ Y — 2)]0,dV (y),

resulta

(T () = — / (Eoly — ) f)dV (y) +

+2k-2) [ fE(y - DV ().

Por otro lado, si se hace uso del procedimiento analogo al de la de-

mostracion del Lema 2.4.4 se tiene que

521 ( / Byrly -0 f@)dV(y) = (2.44)

:\I/(Q/Eo(g—g +2/f y—D)dV(y).  (245)

Q

Entonces

BT () = / F(y)Eo(y — 2)dV(y) = [Tq f1(x)-

Q
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lo cual implica que

TR (@)0, = [T5 /)(2)0: = f(z). ™

2.5. Una descomposicion de tipo Almansi para

las funciones inframonogénicas

El resultado original de Almansi de 1898 [1] afirma que toda funcién real
f(x) poliarménica de grado k, es decir AF (f) = 0, en un dominio estrellado

2 C R™ (centrado en 0) se puede descomponer como

f@) = fola) + 1z filz) + - + 2%V froa (@),

donde fy,..., fr_1 son armonicas en ).

Recientemente, se han considerado descomposiciones de tipo Almansi en
el contexto del Anélisis de Clifford. Por ejemplo, en [17] se establece una
descomposicion de tipo Almansi en un dominio estrellado para las funciones
polimonogénicas.

De acuerdo al Teorema 2.1 en [17], cada funcién k-monogénica f en el

dominio estrellado €2 se descompone de forma tinica como

f@)=filz) +z folz) + -+ 2" fr,

donde fi,..., fr_1 son funciones monogénicas a la izquierda en €2, es decir
O, f;=0j=1,... k-1

En esta seccién se consideran las clases de funciones que son simultanea-
mente inframonogénicas y bimonogénicas. Este espacio serda denotado por
‘H N Z. También se considera el espacio de las funciones monogénicas bi-
laterales M! N M". Es natural la pregunta de si es posible encontrar una
descomposicién de tipo Almansi para las funciones de la clase H NZ.

Como consecuencia del Teorema 2.1 en [17], cada funcién bimonogénica
f en un dominio estrellado admite la descomposicién de tipo Almansi f =
fi+xfs, donde f; vy fo son monogénicas a la izquierda. Ademés no es dificil

comprobar, como se hizo al inicio de este capitulo, que una expresion f;+x fo
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para funciones monogénicas a la izquierda f; y fo no es en general infra-
monogénica. No obstante, como se ha observado, expresiones del tipo fiz,
x f1, donde f; es monogénica bilateral, pertenecen a H N Z.

Asi, se verifica que una funcion de la forma f; + fo + 2 f3 + fix pertenece
a HNZ, donde f; y fo son monogénica a la izquierda y monogénica a la
derecha respectivamente, mientras que fs3 y fi pertenecen a M! N M.

Entonces, surge la cuestién de si cada funcion f en H N Z admite una
representacion de este tipo a saber, de si existen f; € M! fo € M" y f3, fs €
MEN M tales que sea admisible la descomposicién de tipo Almansi f =
i+ fatafs+ faz

En esta seccién se da respuesta afirmativa a esta pregunta, para el caso en
que la funcién considerada esté definida sobre un dominio de Jordan 2 C R™,
donde una consideracion sobre la paridad de la dimensién de R™ es necesaria.
Los resultados de esta seccién se encuentran en un articulo enviado a publicar
[22].

Es de resaltar que los dominios €2 considerados en esta tesis no necesitan
ser estrellados, asi las técnicas usadas difieren sustancialmente de aquellas
usadas en [17]. En efecto, nuestro método estd basado, en la férmula de
representacion integral para funciones inframonogénicas [20] establecida al
inicio de este capitulo.

El principal resultado de esta seccion esta recogido en el siguiente teorema

Teorema 2.5.1 Supongamos que m es impar y sea 2 C R™ un dominio de
Jordan con frontera T suficientemente suave. Una funcién f € C*(QUT)

pertenece a HNZL en Q) siy solo si admite en 2 la descomposicion

f=h+fot+ faz+afy,

donde f1, fo son funciones monogénicas, respectivamente por la izquierda y
por la derecha en Q, mientras que f3, f4 € M40 M5

Con la meta de demostrar el Teorema 2.5.1, el siguiente resultado provee

una descomposicién de tipo Almansi para el caso de funciones k-vectoriales.

Teorema 2.5.2 Sean Q2 y I' como en el Teorema 2.5.1. Supdngase que k #*
% £ 1. Entonces una funcién k-vectorial Fy € C*(QUT) pertenece a HNZT
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en ) si y solo si admite en Q) la descomposicion:

Fo=fi+ o+ faz+afy, (2.46)

donde f1 y fo son funciones monogénicas por la izquierda y por la derecha

respectivamente, mientras que fs, f1 € ML N M5

Demostracién.
La férmula de Cauchy para funciones inframonogénicas (2.9) aplicada a

Fy, implica que
File) = [CFF(@) + 3ICRRD) @) + [CLRQ @), z€ 0 (247

Considérese cada sumando por separado en (2.47).
Obsérvese que la funcion en §2 dada por Cf.Fj, es monogénica a la derecha.

Por otro lado,

COF,)(z) = / Eoly — 2)n(y) (F:d,)ydy —

r

-1 Boly — () (i, )yl =

r

= / Eo(y — z)n(y) (Fi.0,)ydy — (F0:)z,

T

donde se ha aplicado la formula de Cauchy estandar para la funcién monogénica
a la derecha Hy := Fj, 0,.

Obsérvese que la armonicidad de F}, implica que H; es en efecto monogénica
a ambos lados en €.

Por otro lado, la funcién H; definida por

r

es monogénica por la izquierda en €2.
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De los calculos anteriores se obtiene
[CrFrd,)(x) = Ha(z) — Ha(z) z, (2.48)

donde H; y H, son monogénicas por la izquierda y bilateral, respectivamente.
Para obtener una descomposicién adecuada para CLF0, se necesita de-
sarrollar otros cédlculos que se exponen a continuacién. B
El uso de la férmula de Stokes en Andlisis de Clifford (1.6), y la relacién
Eo(y —x) = 0,E1(y — z) y la inframonogenicidad de F}, en , es posible
reescribir C%Fkég en la forma

[CrFed,)(z) = Z e; / Eo(y — 2)F.0,dy e;.
-1 %

El empleo del Lema 2.2.1 (1-4) permite escribir CfF;d,](x) como

CLRA)) =S e / Eoly — 29, 9(y)dy .

i=1 Q

donde

m

o) =~ ¢ Fuly)es + (8, Filyl

j=1

Ahora, se usa la formula de Borel-Pompeiu 1.3.2 para obtener

[C%Fkag] (I) = Z i CFg Z ezg ezv (249)
i=1 i=1
donde
[Cly)(z) = /Eo — z)n(y)g(y)dy
r

Considérense por separado los sumandos de la parte derecha de (2.49).
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Si se usa la relaciéon e; Fy = —Eg e; + 25¢[Ey], se obtiene

Zel Chyl(z
[ Ey-s Zez ey =2 [ ny)o(y)Eoly ~ £)dy

Obsérvese que el primer sumando define una funcién monogénica a la izquier-
da en 2, mientras el segundo define una funcién monogénica a la derecha.
Para abreviar se denotan por A;(z) y As(x) respectivamente.

Por otro lado,

D eigz)e; =
=1
1 1
= —5 ZZ]: 61'6ij<£)€]‘€¢ — 5 Z ei(ﬁng)gei,

y el uso del Lema 2.2.1 (5) permite obtener
> egtere = O ok mh - LYo,
Cig\L)ei = —5—— —-m -5 €i\Uzg L'k ) LECs.
2 9 9 k75 i z L'k

por otro lado, de xe; = —e;x — 2x; se obtiene

_% Z ei(0xFy)ze; =
: G Z eiaka@)ei)& + 2(0,Fy(z)) =: By(z)z 4 2By().

Obsérvese que de la monogenicidad bilateral de By se infiere de 2.2.1 (2),
mientras que la de By es directa.

En resumen, con las notaciones adoptadas se obtiene

(4— (2k —m)*)

T R = R + 5 M)~ Ha() o+

+Ai(z) + Az (2 ) Bi(z)z — xBs(z)].

57



Si se tiene en cuenta, que por hipétesis k # 3 £ 1, el teorema queda de-
mostrado. M

Ya se esta en condiciones de pasar a la demostraciéon del resultado prin-
cipal de esta seccion.

Demostracién del teorema 2.5.1. Sea f € C*(QUT) N Hq N Zy.

Por el Corolario 2.1.1 cada componente k-vectorial [f]; en la descomposi-
cién candnica

f=Uflo+[fli+-[flm, (2.50)

es inframonogénica y armoénica en €2 para 0 < k < m.

Como m es impar, entonces k # 7 & 1. Consecuentemente, el Teorema
2.5.1 es una consecuencia inmediata del Teorema 2.5.2 y la descomposicién
canénica (2.50). H

Como consecuencia de lo anterior se obtiene el siguiente corolario

Corolario 2.5.1 Sea Q2 C R™ un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea f € C*(QUT)NHg NZq, tal que

Entonces, f € HqNZg siy solo si este admite en Q2 la descomposicion

f=h+fo+ faz+afy,

donde f1 y fa son monogénica a la izquierda y a la derecha respectivamente en

Q, mientras que f3 y fiy son funciones monogénicas bilaterales en el dominio.

Cuando m es par, surge la pregunta abierta de si es posible evadir la di-
ficultad que existe en nuestro método para el caso de funciones k-vectoriales
con k = 3 & 1 en el cual este degenera. Atin no se ha aclarado completa-
mente esta cuestién. Sin embargo, aqui se presentan ejemplos no triviales de

funciones (% + 1)-vectoriales en Hq N Zg, que admiten la descomposicién

(2.46). 2

Ejemplo 2.5.1 Supdngase que m es par y témese k = F+2. Sea fr una fun-

cion k-vectorial monogénica. Entonces, x fi.(x) es inframonogénica y armdnica.
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Ademds,
zfi(z) =z o fi(z) +z A fi(z) = Plz) + Qz), (2.51)

donde P y Q también son campos multivectoriales inframonogénicos y armonicos
de grado 5 +1 y T +3, respectivamente. Esto tiltimo se deduce del Corolario
2.1.1.

Como Q(z) se puede descomponer por medio de (2.5.1), este hecho junto
con (2.51) permite obtener la descomposicion deseada para P el cual es un
campo (g + 1)-vectorial inframonogénico y arménico que pertenece a la clase

de funciones que no admite el uso directo del Corolario (2.5.1).

De forma similar, puede construirse un ejemplo para campos (% —1)-vectoriales,
inframonogénicos y armonicos simultdneamente que admiten una descom-
posicién de tipo Almansi. No obstante, en general, el problema considerado

en el caso par queda como problema abierto de esta investigacién y debe ser
objeto de futuros estudios.

Todos los resultados hasta aquf expuestos constituyen herramientas matemticas

eficaces en la teoria de la elasticidad lineal, en particular en el estudio de la
estructura de las soluciones del sistema homogéneo de Lamé-Navier, lo cual

constituye la esencia del siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Aplicaciones a la teoria de la

elasticidad lineal

En este capitulo se revela la interconexion entre las funciones inframonogé-
nicas, las funciones armoénicas y el campo de desplazamientos, solucién de la
ecuacion homogénea de Lamé-Navier. El principal resultado es que se ob-
tiene una descomposicion aditiva de los desplazamientos en términos de una
funciéon arménica y de una inframonogénica. Los resultados fundamentales
de este capitulo se recogen en el articulo ya publicado [23].

La teoria de la elasticidad lineal estudia los sélidos elasticos considerados
como medios continuos y sometidos a pequenas deformaciones (véase [16],
[25], [27], [30]). Cuando un sélido se deforma bajo la accién de fuerzas apli-
cadas este cambia de forma y volumen. La posiciéon de un punto del cuerpo
antes de la deformacién queda definida por el vector z y la posicion luego
de la deformacion por el vector R(x), en cierto sistema de coordenadas. La
funcién vectorial u = R(z) — z se denomina campo de desplazamientos.

Cuando el cuerpo se deforma, cambian las distancias entre sus puntos:
las variaciones relativas de longitud en el cuerpo estan caracterizadas por
un tensor de segundo orden, el tensor deformacion infinitesimal de Cauchy,
el cual esta relacionado con el campo de desplazamientos por medio de la

expresion

1
67;]' = 5(87,1@ + 8]%)
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Obsérvese que la traza de la matriz que define el tensor, es la divergencia del
campo de desplazamientos, que representa el cambio relativo de volumen.
La tensién se define como la fuerza por unidad de superficie [16]. Si una
pequena porciéon Ag sobre la superficie de un cuerpo sélido es sometida a
una fuerza resultante AF, entonces el vector tension se define como el limite
i AF
AsSo AS
donde se asume que este existe. Para cuantificar la distribucion de tensiones
y esfuerzos internos se requiere una magnitud tensorial, pues la tension en
cada punto depende de la orientacion del vector normal al plano imaginario
que intercepta al cuerpo en este. Este campo tensorial denominado tensor

tension de Cauchy se define dado un sistema de referencia ortogonal por una

matriz simétrica cuyas componentes son

011 012 013
0= 021 022 023
031 032 033

En el caso de un sélido lineal, homogéneo e isétropo, el tensor tensiones
de Cauchy y el tensor deformacion elastica estdn relacionados linealmente

por medio de la ley de Hooke generalizada por
Oij = /\51J leu + Queij

donde ¢;; es la 0 de Kronecker y A, 1 son los coeficientes de Lamé. Otras
constantes elasticas que se usan frecuentemente son el médulo de Young
(E), el coeficiente de Poisson (v) y el médulo de compresibilidad (K). Sin
embargo, bastan dos constantes para caracterizar a un sélido elastico lineal,
homogéneo e isétropo.

En lo adelante, se hace uso de la siguiente relacion entre las constantes

de Lamé A, u vy el coeficiente de Poisson

A
S 2(u+ )
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Por razones termodindmicas, el coeficiente de Poisson solo admite valores en

el intervalo (—1, 1) [16]. Aunque en la practica para la mayorfa de los ma-

teriales v > 0, existen los asi llamados materiales augéticos que poseen un
coeficiente de Poisson negativo. El problema elastico consiste en encontrar los
desplazamientos y las tensiones a partir de la forma original del sélido antes
de la deformacién, de las fuerzas actuantes sobre el mismo y de los desplaza-
mientos impuestos en algunos puntos de su superficie. El problema elastico
lineal esta formado por un sistema de 15 ecuaciones diferenciales lineales con

condiciones de contorno del cual resultan 15 incégnitas. En resumen:

1. Ecuaciones del equilibrio interno (3 ecuaciones)

0ij; + Fi =0,
donde F; son las componentes de las fuerzas de volumen.

2. Relacién entre desplazamientos y deformaciones (6 ecuaciones)
1
61']' = 5(6171] + @uz)
3. Ecuacién constitutiva o ley de Hooke generalizada (6 ecuaciones)
Oij = )\61] divu + 2/1161'3',

y las incégnitas

1. Componentes del tensor deformaciones (6 por ser simétrico).
2. Componentes del tensor tensiones (6 por ser simétrico).

3. Componentes del campo de desplazamientos (3).

En notacién operacional, este sistema general es
J = {u, €ij; Oij; A s By}
La formulacién del problema elastico en términos del campo de desplaza-

mientos se obtiene si se hace uso de la ley de Hooke generalizada, la relacion
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deformacion-desplazamiento y se sustituye en las ecuaciones del equilibrio

interno; esta es la ecuacién de Lamé-Navier que en notacion vectorial es
pAu+ (p+ AN)V(div(u)) = —F,

donde p > 0, ﬁ > —%.

La teoria de funciones de una variable compleja, ha demostrado ser una
técnica factible para el tratamiento de los problemas elasticos bidimension-
ales. El teorema de representaciéon de Goursat establece que una funcién
biarménica se puede representar por medio de dos funciones holomorfas y
vincula la teorfa lineal de la elasticidad en R? y al Anélisis Complejo. Para el
caso de los problemas tridimensionales la situacion es mucho mas compleja
pues muchos resultados en el caso plano no tienen un equivalente obvio en R3.
Como una generalizacién natural del Anélisis Complejo, el Analisis de Clif-
ford ha resultado ser un marco tedérico prometedor para tratar los problemas

tridimensionales.

3.1. Ecuacion de Lamé-Navier

El campo de desplazamientos de un material elastico, isétropo y ho-
mogéneo sin fuerzas de volumen estd descrito por el sistema homogéneo de
Lamé-Navier

Ly = pAu+ (p+ A)V(dive) = 0. (3.1)

Una solucién general de este sistema para todos los valores admisibles de
Ay u se denomina desplazamiento universal o solucién de equilibrio [30]
en el sentido de que no es necesario conocer A y u para determinar estos
desplazamientos. Esta es la mas valiosa de todas las soluciones, pues esta en
si misma determina los parametros.

Casos especiales de desplazamientos universales son los asociados a las
deformaciones homogéneas, es decir, aquellas en las cuales el tensor de de-
formacion infinitesimal de Cauchy es constante. Por ejemplo, la expansion

y la contraccion isotrépicas uniformes, cuyos campos de desplazamiento son
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respectivamente

u(z) = %g, e>0,e<<1,

u(z) = gg e <0, e << 1.

La condicién |e] << 1 es necesaria para poder trabajar en el marco de la
teoria de la elasticidad lineal.

En esta tesis se presenta una reformulacién cliffordiana de la ecuacién de
Lamé-Navier que muestra el estrecho nexo entre esta ecuacion y las funciones

inframonogénicas. En resumen, se obtienen los resultados siguientes:

1. La interseccion

m Ker[L),],

A
tomada sobre todos los coeficientes admisibles de Lamé coincide con
la clase de los campos simultaneamente inframonogénicos y armoénicos

que es precisamente la de los desplazamientos universales.

2. Toda solucién u de (3.1) se descompone de la siguiente forma

u=nh+1,

donde h e 7 son arménica e inframonogénica, respectivamente. Ademas,

esta descomposicién es tnica salvo un desplazamiento universal.

3. Para cualquier campo armonico h, existe un campo inframonogénico
i tal que h + i resuelve (3.1). Ademas, esta funcién inframonogénica

conjugada es Unica salvo una solucion de equilibrio.

4. Para cualquier campo vectorial inframonogénico ¢, existe un campo
armoénico b tal que h+ i resuelve (3.1). Ademaés, esta funcién armonica

conjugada es Unica salvo el desplazamiento universal.
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3.1.1. Reformulacion en términos del operador que de-

fine las funciones inframonogénicas

Se consideran funciones del tipo
w: € C ]Rg — R073

Para este caso, los operadores 0(.) y 9;(.)3, que actiian sobre campos vec-

toriales admiten la representacion

O%u = —v(divy) + rot(rotw),

Zz-

Oyu0, = —V(divu) — rot(rotu),
y por tanto
1
V(divu) = —5(0§g + 0,u0,).

Como consecuencia de este simple hecho, la ecuacién de Lamé (3.1) se puede

reescribir de la forma

(n+A)
2

0.0, + (n+ "5 2P = 0

_ pHA g 3uA

Ahora, se denota « 5, 3= =5= y se introduce el operador

L u = adyud, + BOu.

Ademas, las restricciones fisicas sobre las constantes A y u en la ecuacién
de Lamé-Navier implican que o # 0y 3 # 0.
De aqui se infiere que la ecuacion de Lamé-Navier no se reduce a la
ecuacién d,ud, = 0 ni a la ecuacion d,0,u = 0.
Note que
£

&= ﬁA,uﬂ?

y como el operador £} ., buede actuar en general sobre funciones que toman
valores en el dlgebra de Clifford Ry 3.
A partir de este punto, la ecuacién L] ju = 0 se denomina ecuacion

de Lamé-Navier generalizada y el operador L3 , operador de Lamé-Navier
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generalizado.

Es de notar que las soluciones de la ecuacién de Lamé-Navier generalizada
son trimonogénicas bilaterales y por tanto, también lo son las soluciones de
la ecuacion de Lamé-Navier clasica.

En efecto, si
a0,udy + BOiu =0

y se aplica el operador 0, por la izquierda y por la derecha (lo cual es posible

porque u € C'(2), como se vera més adelante), se obtiene

oz(?éu(?£ + B@gu =0,
ad,uds + BOud, = 0,

au@i + ﬁazu =0, (3.2)

adiu+ fud = 0. (3.3)

Multiplicando (3.2) por  y (3.3) por —«a y sumando, se obtiene

(8% —a?)Pu =0

lo cual implica que agu = 0. De forma andloga, multiplicando (3.2) por a y

(3.3) por —f y sumando, da
(a® — 52)u0§ =0,

y por tanto 8§u =0.

Asi u es trimonogénica a ambos lados, una clase de funciones que refina
a la de las biarmonicas.

En lo adelante, se hace uso de las relaciones entre o, § y el coeficiente de

Poisson. Obsérvese que

\ =
PEA=T50

donde
1

2(1 — 2v)

o =
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Por otro lado,
1

2(1 —2y))‘

Es 1til en lo que sigue escribir la ecuacion de Lamé con el coeficiente de

B=p+aoa=pl+

Poisson. Para esto, considérese la ecuacién no homogénea
ad,u(z)0, + Bou(z) = — f(z),

donde [ representa las fuerzas de volumen. Sustituyendo los valores corres-
pondientes de a y [ resulta

—2(1 ﬁ 21/) a§2(2)8§+ M(l + ﬁ)@gg(g) = —i(g)
2(1 i QV) a@ﬂ(z)ag“‘ (1 + ﬁ)@ig(g) = —%i(z)
Ou(z)0y + (3 — 4v)d,u(z) = @ f(z).

Para el caso en que no haya fuerzas de volumen, la ecuacion de Lamé-Navier
queda simplemente

0,1(2); + (3 — 4v)0u(x) =0

Observacién 3.1.1 Si se hace uso de la reformulacion cliffordiana de la
ecuacion de Lamé-Navier se puede considerar el operador de Lamé-Navier

iterado.
L3 (L3 u) = ad,(ad,ud, + 58;@8£ + Bﬁi(aﬁzuag + 58§u) =

= (o + %) 0yu + 2089u0,.

Esto muestra como surge naturalmente la consideracion de las funciones in-
frapolimonogénicas para abordar el operador de Lamé-Navier iterado, aunque

esta idea no se desarrolla en la presente investigacion.
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3.1.2. Teorema de unicidad

En la literatura se han probado varios teoremas de unicidad en la teoria
de la elasticidad lineal [13]. Uno de los resultados de la presente investigacion
es el uso de la reformulacion del sistema de Lamé-Navier por medio del ope-
rador 0,(.)0, para probar la unicidad de la solucién de un problema eldstico
formulado en términos del campo de desplazamiento en la clase C?(2).

Considérese el siguiente problema de contorno de tipo Dirichlet para la

ecuacion de Lamé-Navier

pAu~+ (pn+ A)V(dive) =0 en Q (3.4)

ulan =g

Teorema 3.1.1 El problema de contorno (3.4) posee solucion iunica en la
clase C%(2) N CY(Q).

Demostracion.
Si el problema (3.4) admite dos soluciones distintas, u; y us, entonces en
virtud de la linealidad de la ecuacion de Lamé-Navier el campo vectorial

u = u; — Us es solucién del problema

uAu+ (pp+ A)v(dive) =0 en €.

ulon =0

De esta forma basta probar que u = 0 en ).
Si se usa la férmula de Stokes (1.6) y la reformulacién cliffordiana de
la ecuacion de Lamé-Navier presentada anteriormente, se consideran las si-

guientes integrales



Luego de multiplicar la primera identidad por «, la segunda por 3y sumando,

se obtiene

A partir de las hipotesis esta tltima integral se simplifica y resulta
[ aluwdy? + a0, Gutu)av ) <o (3.6
Q

Como u(y)d, = —divu(y) — rotu(y), resulta

(g(g)ay)Q = (divg(g))2 - |r0tg(g)|2 + 2divg(g)rotg(g),

(u(y)d,)(Oyuly)) = (—divu(y) — rotu(y))(—divu(y) + rotu(y))

yu(y)) y
— (divu(g) 24 |1"otg(g)|2 — div(rotu(y)) + div(rotu(y))
= (divu(y))* + [rotu(y)[*

Si se toma la parte escalar en la identidad (3.6) se obtiene

sx/mmy@f+mmy@x@mwmvgnzu (3.7)
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Luego,
[+ a)divu) + (6 - aotuwlavi) 0. (@8)
Q
Si 8 < aentonces 3u+ A < pu+ A, y por tanto 2 < 0, lo cual es falso porque
> 0.
Si g < —a, entonces 3+ A < —p — A, y por tanto 4pu < —2X, 2u < =\,
ﬁ < —2, lo cual es falso porque ﬁ > —%.
De esta forma, > a v 8 > —a, de donde se deduce que el integrando
en (3.8) es no negativo.
Entonces,
(a+ B)(divu)® + (8 — a)|rot u|* = 0,

de esta forma

divu =0

rotu = 0.
Esto es equivalente a decir que
O,u =0 en Q, ulspg = 0.

De aqui, se deduce el resultado esperado, es decir, u =0 en 2. N

3.1.3. Las funciones inframonogénicas y los desplaza-

mientos universales

Como se ha notado, no existen valores particulares de las constantes de
Lamé Ay p que reduzcan el sistema (3.1) a la ecuacién 0,0,u = 0 ni a la
ecuacién J,ud, = 0. Aunque en virtud de la reformulacién presentada, toda
u € HNZ es una solucién de la ecuacién de Lamé-Navier, con independencia
de las constantes A y u, lo que significa que es un desplazamiento universal
(ver detalles en [30]). Un resultado de esta tesis es el de identificar la clase
H NZ con la clase de los desplazamientos universales, lo cual se expresa en

la siguiente proposicion.

70



Proposicién 3.1.1 Se cumple la siguiente identidad

ﬂ Ker[Ly,|=HNZ,

A

Demostracién.
En efecto, sean 1y # vy coeficientes de Poisson y v* un campo de desplaza-

miento que satisface simultaneamente las ecuaciones
O’ (2)9, + (3 — 411) P2’ () = 0. (3.9)

Oy (2)0y + (3 — 41n) 0o’ (z) = 0. (3.10)

Restando (3.10) de (3.9) queda
4(V2 - Vl)aiﬂ*@) =0,

lo cual implica que
du*(z) =0,

y por tanto
O,u" ()0, =0. W

3.1.4. Una descomposicién aditiva para las soluciones

del sistema homogéneo de Lamé-Navier

Las funciones inframonogénicas, en cierta forma, expresan la diferencia
entre las funciones armonicas y las soluciones del sistema homogéneo de
Lamé-Navier.

En lo adelante se denota por H(Q2) y Z(£2) el espacio de las funciones
armoénicas y el de las inframonogénicas en (2 respectivamente. Ademés, H(£2)
e Z(Q) indican el espacio de los campos vectoriales armonicos y el de los

campos vectoriales inframonogénicos en €2, respectivamente.

Teorema 3.1.2 Si el campo vectorial u satisface en Q0 C R3, el sistema de

Lamé-Navier (3.1), entonces este admite en Q) la representacion
u=h+1i,
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donde h € H(QY) yi € Z(Q). Ademds, esta representacion es unica, salvo un
campo vectorial en H(2) NZ(Q).

Demostracidén. Si se supone que u satisface (3.1), entonces
Al = a0yudy + BO2u = 0.

Sea g = a0, u+ud,, la cual es una funcién monogénica a la derecha, definida
sobre € y con valores en Ry 3. Ademds, en virtud del Lema 2.2.1-(1), se tiene

(£.9), = W(g); entonces,

donde se usa el Lema 2.2.1-(2,4).

Como consecuencia,

0x(z 9)0, = —Oa@ig — PO, u0, = (Oé_ — 3)0p U0,

B
y por tanto,
o2
Op(29 — (F — B)u)dy = 0. (3.11)
De manera analoga, se obtiene
2 2%
Oz g— (— —2a)u) = 0. (3.12)
= a

Ahora se prueba que ‘% — B - % + 2a # 0, o equivalentemente, que

(a+28)(a® — §%) #0.
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En efecto, si a + 28 = 0 se tiene Bﬁ = —7 y entonces ﬁ < —%, lo cual

contradice las restricciones fisicas sobre los pardmetros de Lamé A y u. De
manera semejante, la suposicién o — 32 = 0 trae una contradiccién.
Por tanto, se tiene
u=h+i, (3.13)

donde

h = (%2 - B - 2?52 +20)'H, i = —(%2 - B - 2%2 +2a) 7'
Como h € H y i € Z, la representacion deseada sigue de la Proposicién 2.1.1
y de tomar la parte 1-vectorial a ambos lados de (3.13).
La demostracion de la segunda parte es obvia. W
Este tltimo resultado es cierto ain para un campo bivectorial [u]s, pues
en este caso se tiene V([uly) = [u]y (ver Proposicién 2.1.1-(4)). Lo mismo
ocurre para funciones escalares y pseudoescalares en K er[LK u]’ las que son

automaticamente armoénicas. Como consecuencia, el siguiente:

Teorema 3.1.3 Una funcion u con valores en Ros que satisface en ) la

ecuacion L3 ,u =0 admite en 2 la descomposicion
u=h-+r1,

donde h € H(Q2) ei € Z(2). Ademds, esta representacion es inica salvo una

funcion en H(Q) NZ(Q).

Dada una funcién armoénica h, es posible encontrar una funcién infra-

monogénica ¢ tal que u = h + 1 es solucién de L] ju = 0.

Teorema 3.1.4 Sea Q C R3 y h € H(Q). Entonces, existe una funcion
inframonogénica i € Z(2) tal que h + i € Ker[L} |. Ademds, i se puede
representar como i = 55(h + (0, h)z).

Demostracién. Un cédlculo directo muestra que
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0y 10, = ~—0, hdy + iag((ag h)2)d, = ﬁaw hdy + —U(8, h)D, =

2B£ c2p 5* “ 26
8h8+ \Ilaha 6h6 th(?xza
=2 oV 0eh0) = 55 50 M0
Por otro lado,
Ly, (h+1i) = ady hdy + B 02 i = ady hd, +—§82((a h)z) =

= ad, h0, + ) Gg(lll((% h)) = ady hd, + E(—Q@z hoy) =
= a0y hd, — a0y hd, = 0.

Como consecuencia, i es inframonogénica y h + i pertenece a Ker[L} |. W

El Teorema 3.1.4 permite construir soluciones de la ecuacién de Lamé-
Navier generalizada a partir de una funciéon arménica. Un resultado analogo
para construir soluciones a partir de una funcién inframonogénica lo establece

el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5 Sea Q@ C R y i € Z(Q). Entonces, eriste una funcion
arménica h € H(S) tal que h +1i € Ker[L} ,]. Ademds, h se puede re-
presentar como h = 5(21 + (i0,)z).

Demostracién. Sea h = 2(2i + (id,)z). Entonces, G0 h =20,1+W(i0,) y
%(fﬁh = 2021 — 29241 = 0. Por tanto, h es arménica.

Por otro lado, W(i) + h pertenece a Ker[L} ,]. En efecto,

L3,( (i) + h) = BOZ(V(i)) + B0y (2 + (i05)2) 0y =
= BO5(V (i) + BOs[(i0,)z]0; = BOZ(V(i)) + B(L(i
= B0;(V(i) — BOL(¥

donde se usa el Lema 2.2.1-(1-3).
Por el Lema 2.2.1-(4) se tiene:

V(i) = =3[io + [i]x + [i]2 — 3[i]s = i — 4[i]o — 4[i]s.
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Como i es inframonogénica, [i]p v [i]s son simultdneamente arménicas e in-
framonogénicas. Entonces, se obtiene h+i € Ker[L} ,|. W

El siguiente corolario del Teorema 3.1.4 permite construir soluciones del
sistema homogéneo de Lamé-Navier clasico a partir de un campo vectorial

armonico.

Corolario 3.1.1 Sea Q C R?® y h € H(Q). Entonces, existe un campo vec-
torial inframonogénico i € Z(SY) tal que h+1i € Ker[Ly,].

Demostracién. Sea h € H(2). Por el Teorema 3.1.4 tenemos que h + i €
Ker[L} ], donde

e
i = ﬁ(ﬁ +(0z h)z). (3.14)
Si se considera (3.14), [iJo = [i]s = 0 y entonces ¢ = [i]; + [i]3. Como i es

inframonogénica también lo son i = [i]; y [i]3. Ademas, la estructura pseudo-
escalar de [i]; fuerza a esta a ser arménica. Por tanto, tenemos h + i €
Ker[L Jyasth+i€ Ker[Ly,]. ®

De forma analoga, el siguiente corolario del Teorema 3.1.5, permite cons-
truir soluciones de la ecuacién homogénea de Lamé-Navier a partir de un

campo vectorial inframonogénico.

Corolario 3.1.2 Sea Q C R? y i € Z(Q). Entonces, existe un campo vecto-
rial armonico h € H(QY) tal que h+ 1 € Ker[L) ,].

Las notaciones Cy(i) y C;(h) se introducen para denotar la conjugada
armonica y la conjugada inframonogénica de la funciones ¢ y h respectiva-

mente. Es decir

Cu(i) = g(% + (i0,)z)
| i) = 2 (h + (Bh))

T 23

Una propiedad interesante de las conjugadas C; y C} se expresa en el

siguiente lema

Lema 3.1.1 Para todo campo vectorial i inframonogénico en un abierto ) C
R? se cumple la identidad C;(Cy (1)) = i.
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Demostracion.

CiCn(i(z)) =

= ife) + 30z + 5[20,0(e) + V(i) =

= ife) + (i(),)z + (Dui(a))e + JV()0)

Si se tiene en cuenta las siguientes propiedades de ¥

U(i(2)0,) = —20,i(x) — (V(i(2))0: v ¥(i(z)) = i(z),

resulta

1 1

CiCh(i(z)) = i) +5((2)0p)a+(0,i(2)) 2~ (Opi(z) )z —5 W (i(2)dp)z = i(z).

2

En general, C,,(C;(h)) # h, lo cual se muestra mediante el siguiente con-

traejemplo
E(I) = I€q,
a@ﬁ@) = €2€1
o
Ci(h(z)) = %(5@61 + ege1x) =
o
= 2—(3:261 + egere1x1 + ege169T9 + egeje3xy) =
o o o
= — — —T169 — —T3e1€9€3.
ﬁ$2€1 28 1€2 28 3€1€2€3
Luego,
(Cilb2))0e = —55e2e1 + Geres = saereacses =
«

+ ° + -
= 57162 T €16y T €162 =
2B p 2p

2a
= —€1€9.

B
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Por tanto,

2 2
Cr(Ci(h(z))) = é[—a:ﬂzel - gxle2gx361€263 + (—aelez)z] =

a’ g B B

= 2x96] — T169 — T3€1€9€3 + 2e1e9T.
Por otro lado,

2e1e9w = 2(T1€162€61 + Toe1e9€y + Tz€1€9€3) =

= 2(—[L’261 —+ x169 + .733616263).
Entonces,

Ch(@(h(@))) = 2x9€1 — T1€3 — T3e1€2€3 —
—2]7261 + 2.77162 + 2333616263 =

= T1e9 + x3€160€3 # h(T).

Los operadores C}, y C; son muy valiosos, pues permiten construir solu-
ciones tanto de la ecuacion de Lamé-Navier generalizada como de la clasica
a partir de una funcién inframonogénica o de una funcién armoénica dada. A

continuacion se exponen algunos ejemplos en esta direccion.

Ejemplo 3.1.1 Sea Q) un dominio de Jordan con frontera suave I' y sea f €
CH(), considérese la funcién inframonogénica en Q2 dada por la transformada

de Cauchy inframonogénica de f, es decir,

i(z) == ™ f (z).

Entonces
Culi(@) = 2 (21(a) + (i(2)3u)a) =
= Do) + (CH(@)).
Ast,
(@) + hix) = (1+ D)) + Dckpane e Kerlts, (@)
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Ejemplo 3.1.2 Sea i(z) = x;Ey(x) definida en R™\ {0}. Es evidente que i

es inframonogénica. Su conjugada armonica es

% (20, o) + Eo(z)ese).

«

h(z) = Cyliz) =

Si se tiene en cuenta que xe; + e;x = =2z, y ez = —2x; — zey,
_b _ B
hz) = ~[22;E0(z) + Eo(z)(=22; — ze;)] = —— Ei(z)e;.
Entonces,

B
wz) = 2;Bo(z) — ~Er(z)e),
es solucion de la ecuacion de Lamé-Navier homogénea en R™\ {0} para cada
7.

Ejemplo 3.1.3 Sea I’ un campo vectorial monogénico. Si se tiene en cuenta
el Ejemplo 2.1.2, se tiene que la funcion i(x) = x,;F(z) es inframonogénica,

pero no es armonica en general.

Como ejemplo, se calcula C,(7) para i(z) = x;F. La armonica conjugada
de i(z) es

) = Dite) + (i(@)a)a) =

— g(ngg(g) + F(z)ejz).

Entonces, h + i € KerL; , por Teorema 3.1.5, es decir

(14 e, F @) + DR @yese € Kerlg, )

Definase,

2
q(z) = (1+ ;ﬁ)l’j + geﬁ-

Entonces, F'qg € Ker[L3 ], lo cual implica que [F(z)q(z)] € Ker[£y,]. ®
Resulta interesante considerar la clase de desplazamientos de la forma

A=A{[Eq]: : 0.F = 0}.
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Obsérvese que el polinomio ¢(z) es invertible para x # 0. En efecto, con-
sidérese el producto

10+ 20+ Do Loy 4 Daey) =
=(1+ %)236]2- + (g):j@ej +(1+ %)gaﬁj lejz + ze;] =
28.° 2 2
— 0+ 2y Oy ap 20+ 2,
28> 2 2 2
—10+ 2y - By Py By e =
2 2
=0+ Dy () lap

Para probar que (14 2)z2 + (§)2|§|2 =0 si y solo si = 0, es suficiente
mostrar que 1+ % > 0.
Supdngase por absurdo que 1 + % < 0. Entonces, g < —

N =

Se tiene que i > 0 por leyes fisicas. Luego,

A
3u+A 2 3+y 1

2 'M+A_1+ﬁ 2

Por restricciones fisicas, % > —%; por tanto, 1+£ > 0. Ahora, si se multiplica

por 1+ ﬁ resulta

de donde ﬁ < —% < —2 (contradiccién). Por tanto, 1+ % >0y

5 2

2
5>m,

28, o

si y solo si x = 0.
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Esto motiva la definicién de ¢~ (z)

- (1+ 2)a; + Sae,
¢ @)= et )
(£) 1zl + (1 + £)a;

RA

Entonces, gg~* = 1.

Estos resultados permiten considerar el siguiente problema de contorno
de tipo Dirichlet para el operador L) , sobre la clase A (para més informacién
sobre problemas de frontera en teorfa de la elasticidad lineal véase [[30],[27]]).
En estte caso, los desplazamientos que se fijan en la frontera tienen la forma
particular g = (g1, g2, g3) € C**(I'), 0 < @ < 1, donde T es una superficie
suave que acota un dominio de Jordan ©, tal que 0 ¢ Q y

§s

g3 = 592, §=(&1, &, &) el
2

Concretamente, una condiciéon necesaria y suficiente para que el problema
de tipo Dirichlet

£5,u(z) =0, z€Q, 00,

ulr =g

admita una solucién de la clase A es que Sh[g(€)g™1(¢)] = g(&)g™'(€). En
este caso, u = [Cr(gq™")]q.

En efecto, si g es tal que

entonces,

9(€)a' (&) = [9(&)a (-
Se puede demostrar que [g(£)g™*(£)]2 = 0. Por otro lado,

_ B B
l9q 1]3 = 59352 + ezeqeq + 59253626361 =

= 5(9253 — g3&2)esese; =0,

por definicion de g.
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Suficiencia. Supéngase que SL(gq~') = gq~'. Entonces, gg~! tiene una

extension monogénica F en (2, la cual es un campo vectorial ya que gg~! lo

es.

Considérese la funcién v = Fq. Entonces,

ot "D T e ) 1)
9(&)a " (©)a(€) = g(&).
Por tanto,
u = [Crlq.

Necesidad. Supéngase que u es solucion del problema de contorno plantea-

doy
u € {Fq|lo.F =0} C Ker[L} ],
Entonces,
E(z) = u(z)q (),
y
; o ; ; -1 o -1
im F(o) = lim ufo) lim g7 (@) = 9(€)a7(©)

Luego,

St(ga) =gq7"
Los teoremas 3.1.3 y 3.1.4 revelan el siguiente resultado.

Teorema 3.1.6 Una funcion u definida en €2 con valores en Ry 3, solucion

de la ecuacion L3 ,u =0, se puede descomponer como

«

a
)h+2ﬁ

1—1—% (alh)g%—w,

u=(

donde h € H(Q) yw € H(Q) NZ().

De forma similar, a partir del Teorema 3.1.2 y el Corolario 3.1.1 resulta el

siguiente teorema

Teorema 3.1.7 Un campo vectorial u que satisface en €2 el sistema de Lamé-
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Navier (3.1) se puede descomponer en 2 como

= [(1+ 2)h+ o= (e W)z ) +w,

26 26

o en términos vectoriales puros, como

ﬁ)h + —5((r0th) x z — (divh)z) + w,

donde h € H(Q) yw € H(Q) NI()

u=(1+

El Teorema 3.1.6 implica que los espacios cocientes H /ynz y Ker[L3 ]/unz

son isomorfos, con el isomorfismo

)= [+ =)h+

2 = (0, h)e],

2p
donde [h] denota la clase de equivalencia que contiene h.

Un resultado andlogo se obtiene para H/ynz y Ker[Ly ,]/unz con el iso-
morfismo

[B] = [(1 + B)h + —B((mth) X 2 — (div k)z)]

Asi, cada clase de equivalencia en Ker[L) ,|/unz queda caracterizada de
forma tnica por tres funciones arménicas y sus derivadas (las componentes
reales de h).

Este hecho es ttil para ver el vinculo entre las soluciones de (3.1) y las
funciones arménicas. En efecto, esta tltima conclusién muestra que hay una
aplicacion biyectiva entre el espacio de campos vectoriales armoénicos y el
espacio de soluciones del sistema de Lamé-Navier. Una conclusién idénti-
ca se cumple para el espacio de campos vectoriales inframonogénicos y las

soluciones de (3.1).

3.2. Ecuaciéon no homogénea de Lamé-Navier

En esta seccién se demuestra una formula de tipo Borel-Pompeiu en térmi-

nos del operador L3 , se deduce la férmula integral de tipo Cauchy asociada

A
a esta y se considera las aplicaciones a la teoria lineal de la elasticidad.
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3.2.1. Foérmula de tipo Borel-Pompeiu en términos del
*
operador L} u
En el topico 3.1.1 se definen v y S en términos de A y p a continuacién

se introducen nuevas notaciones para mayor simplicidad en las formulas que

se obtienen.

ST L

22u+X  p

Y 1 1 1
B =al5

A continuacién se prueban dos propiedades de o y de S* que seran de

vitalidad mas adelante.

Proposicién 3.2.1 Se cumplen las identidades siguientes
(1)  af*+ pa*=0.
(2) aa*+pp =1

Demostracion. se tiene que

aﬁ*—('u—'—/\)(l 3+ A )_1~(u+)\)(3,u+)\)
S 2 2@u+ M’ 4 (2n+ Np
5 *_(3u+)\)(_1 A+ A )__1.(3u+)\)(u~l—)\)
© T 2(2u+ Ny’ 4 u+MNp

Entonces, af* + fa* = 0. Esto prueba la primera identidad.

Por otro lado,

.1 7D Ty 1 (u+ N
oa=3- (- e L
2 2u+ AN 2 4 (2u+Ap
ﬂ*ﬂ—l- Bu+A) 3u+r 1 31+ )’
2 (2un+ My 2 4 Qu+ A’
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y un calculo directo muestra que

<3u+A>2—<u+A>2)_1<<4u+2A>-2u
(20 + A)p 4 (2p+ A
1,224 A)

T2 20+ A

) =
) =1,

cas =
(

lo que prueba la segunda identidad. m
Como se ha visto anteriormente, las expresiones del tipo

1+2B P

( E)Cirnfraf (z) + E(Clrf (z))z,

para f € C'(Q) generan soluciones de la ecuacién de Lamé-Navier genera-
lizada. Naturalmente, surge la siguiente pregunta ;es posible una férmula
integral de tipo Cauchy para las soluciones del operador L3 7

Es preciso senalar que en esta direccién existen formulas de representacion
integral para la ecuacién de Lamé-Navier clasica, como la formula de repre-
sentacion de Betti-Somigliana (se refiere al lector que consulte [12]).

Como un resultado auxiliar para la obtencion de la férmula de tipo Borel-
Pompeiu en términos del operador L3 ,, se prueba previamente el siguiente

lema.

Lema 3.2.1 Sea 2 C R?® un dominio de Jordan con frontera suave T, fi y
fa funciones continuas en T y f de clase CY(T'). Ademds, sean i, y2 y V3

constantes reales. Entonces la funcion
() = NCL2) + 6CERae) + [ Brly — 0hnw)(0)2ydS (o) -

- [ 45w Ey - 2)aS(w)

es inframonogénica y armonica en €.

Demostracion. Es evidente que w es arménica. Para probar que es ademas
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inframonogénica, basta verificar que

/ Evly — 2)0, 1 (1)0,dV (y) + / Eoly — 2) f(y)9,dV () =
Q Q

/Q,f(g)ayEl( vy /af VEoly — 2)dV(y) =

Q

Restando las dos igualdades anteriores, se obtiene

/ Ev(y — 2)n(y) f(4)9,d5(y) — / 8,/ W)n(y)Ex(y — 2)dS(y) =

- / Eoly — 2)[(1)0,dV () — / 0,1 (4) Eoly — 1)V (y).
Q

o}



= 0. Euly — 000V ()0, - 0u( [ 0, () Ealy ~ 2)aV ()0, =

Q

= —f(2)0; — (—0;f(x)) = 0.

Entonces, w es inframonogénica y armoénica. W

Se puede verificar que

mnfraazf(x) _ _Clinfraagf(x) — /ayf(g)Eo(g - @)dV(g)
Q

Esto motiva la definicién de la siguiente transformada de Teodorescu aso-

ciada a la ecuacién de Lamé-Navier generalizada
Tﬁ* L *Tinfra 5*7-2
o f=a"T"+ BTG f

El caso en que f es un campo vectorial resulta de particular importancia en

la teorfa de la elasticidad lineal. En este caso se usa la notacién 7 f en lugar

de T f.

Por razones de brevedad y simplicidad conviene ademés introducir las
notaciones Cf{f(g) = a*Cinfrag f () + B*CRIf(z) donde

Chf(a) =~ [ Bily— on(y)f@ds(w)

r

y para el caso de campos vectoriales, Cf* f(z) := a*CiPfraa f(z) + B*CRIf (z)
Ya se esta en condiciones de probar la siguiente féormula de tipo Borel-

Pompeiu en términos del operador L3 .

Teorema 3.2.1 Sea 2 C R?® un dominio de Jordan con frontera suave I' y
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sea f € C2(Q) N CHQ). Entonces, para x € 2 se cumple que

f(z) = BBCL1 () +
ta*aChf(z) —w{/El — D)) (1)8,dS () -

- / 0, (y)n(y)Bx(y ~ 2)dS(y)} +
+CE af (2)0y + BOuf (x) + TiE L5, f ().
Demostraciéon. Se tiene que

7?25*5* f( )_ a*7-infra£*f( )+/B*7;é2 )\,uf(x) _
= 0" AT, f(£)0, + o" BTELS , f (2) =
B aTA0, ()0, + B AT o).

Luego,
Tﬁ*ﬁ*wf(l) _ a*af(z) . a*aCiF“f‘"af(g)@ .
~a'BCE0,f(z) ~ a'5 [ 8,f(WEuly ~ D)V (1) +
Q

+87Bf(z) — B*BCLf(z) — B*BCRIOLf (z) —
—fra / Eoly — 2) f(y)9,dV (y) — B*aCP f(2)0, — a*aCf f ().
Q

Entonces,

Ty L3,uf(2) = (a"a+ 5°6) f(z) — B°6Cr f(z) — a*aCpf(z) +
M*g(/&@_ z)n(y) f(y)9,dS(y /8f (y —2)dS(y)) -

r

—a" P o f (2)0; + BOLf (x).
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y en virtud de la Proposicién 3.2.1(2) finalmente se obtiene

— B BCHf(z) + a"aCif (x) -
—aﬁ{/El — )n(y) f(5)9,dS(y) -

- [ 5By - 248w} + ¢ af (@0, +
r
+B0.f(z) + Ty L3, f(z). =
Como consecuencia de esta féormula de tipo Borel-Pompeiu se obtiene

la siguiente formula integral de Cauchy para el operador de Lamé-Navier
generalizado.

Teorema 3.2.2 Sea Q C R3 un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea f € Ker[L5 ()] N CY(Q). Entonces, se cumple que

f(z) = B*BCLf(2) + ataChf —aﬁ/El £)0(y) F(1)0,dS (y)

_ / 0,f(y)n(y) Er(y — 2)dS(y)) + CE [af (2)0, + B0, f(2)].

Si se tiene en cuenta que £, ,f = L3 ,f se deduce una férmula de tipo
Borel-Pompeiu asociada al operador de Lamé-Navier clasico y la férmula in-
tegral de Cauchy correspondiente, las cuales son expresadas en los siguientes

corolarios.

Corolario 3.2.1 Sea Q C R?® un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea f € C*(Q) N C'(Q). Entonces, para z € 0 se cumple que

F(x) = B"BCLf () + a*aClf(x) —
B / Ey(y — )n(y) [ (4)0,dS(y) —
- [0 By - Ddsw) + Cag@o +

+B0,f () + T Lo f ().
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Corolario 3.2.2 Sea ) C R? un dominio de Jordan con frontera suave I' y
sea [ € Ker[L,,()] N CY Q) un campo de desplazamientos, entonces f se
puede representar en el interior de € a partir de los valores en I' de [ y de

sus derwadas parciales
1) = 360 (@) + o aCi (o) — a*{ [ Buly ~ n(y)f 0)9,dS(w) -

0,f (Y)n(y) Er(y — 2)dS(y)} + Cr* [af (2)0: + BOLf (2)].

r

Como consecuencia de estas formulas de tipo Cauchy, se infiere que las solu-
ciones regulares de las ecuaciones de Lamé-Navier, tanto de la clasica como
de la generalizada son de clase C*°.

Esta formula motiva la introduccién de la siguiente transformada de tipo

Cauchy asociada al operador de Lamé-Navier generalizado para funciones

fecyn).
CE fla) =5 BCpf( )+a"aChf () -
- 5{/131 - DY) ()9,45(y) -
- / 0,f(y)nly)Bx(y - 2)dS(y)} -

Fiaf ()0, + BO.f (x)].

3.3. Una version cliffordiana de la solucion de

Kelvin

A lo largo de esta seccion €2 denota un dominio de Jordan con frontera

suave I'. Considérese la ecuacién no homogénea generalizada
Ly u(z) = —f(z), z€ QC R (3.15)

donde f: Q — Ry 3.
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Note que cuando u y f son campos vectoriales, 3.15 coincide con la clasica
de Lamé-Navier cuando aparecen fuerzas de volumen dadas por f.

Esta seccién esta dedicada al estudio de la solucién de estas ecuaciones,
tanto de la generalizada como de la clasica. Para este propdsito, se prueba

primeramente el siguiente teorema que expresa una propiedad clave de T£ .

Teorema 3.3.1 Sea f € C*(2), se cumple la siguiente identidad

L3075 f1=f.
Demostraciéon. Se tiene que

Ly T8 ] = L3 [or TEra f + B T3 f] =
=aa"f+aB (T5 f)0. + BB f =
= (aa” + BB*) f + (af* + Ba*) T fO, = f.

luego de usar la Proposicién 3.2.1(1)(2).
Del Teorema 3.3.1 se deduce que una solucion general de la ecuacion de
Lamé-Navier generalizada (3.15) estd dada por T+ (—f).
Para el caso de campos vectoriales, la ecuacién no homogénea 3.15 toma
la forma
Lypu(z) =—f(z), z€ QCR’, (3.16)

donde [ : Q — R3. En el sentido fisico, f representa fuerzas de volumen o

fuerzas maésicas.

Corolario 3.3.1 Se cumple la siguiente identidad

LaulTa fl=1.

Del Teorema 3.3.1 se deduce que la solucion de la ecuacion no homogénea
3.16 estd dada por la funcién TE(—f).

Ademas, del Lema 2.3.2 resulta que esta es una versién cliffordiana de la
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solucién de Kelvin como en [7], [29], [27], [4].

we) =4 [ [7-(3) S - w0 - BE R av ),

7j=1

A p A+ 3p
=—— B=——.
8mu( N+ 2u) A+
donde o* =4nAy §* = 4w AB.

En efecto,
u="Ty(=f) = T (= f) + Ty (= f).

Si se hace uso del Lema 2.3.2, se obtiene

- / Er(y —2)f(y)dV(y) =
-+ [az@m; (2.1 W)V (y) -
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Notese que

at 1 (p+A)

P Sy
g1 Bu+A) 1 (AN BrtA),
O e T 1o e VRS VR

=AY - ), IV - B [ 25wV @)
Si se consideran las coordenadas reales, se obtiene
B 0, 1. fi(y)
u = AL [ () Y- )t () - B av()

Notese que cada solucién de la ecuacion de Lamé-Navier no homogénea

admite la descomposicién aditiva
U= Uy + Uy,

donde 0,u,0, = —a* f y 02u, = —f3* f. En efecto, basta tomar u; = —a* T3 f
v uy = =3T3 f

Como se puede apreciar, la reformulacion del sistema de Lamé-Navier en
el Analisis de Clifford hace posible la aplicacién de los resultados obtenidos
en el Capitulo 2 para las funciones inframonogénicas en la caracterizacién de
la estructura de sus soluciones y ofrece un marco tedrico ventajoso para la

continuacioén del estudio de estos sistemas.
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Conclusiones

Se concluye que los objetivos de la investigacion se cumplieron, lo cual

queda claro a partir de los resultados obtenidos.

= Se obtiene una férmula de representacion integral de tipo Cauchy para
funciones inframonogénicas. A partir de esta se obtiene una repre-
sentacion de tipo Almansi para las funciones simultaneamente infra-

monogénicas y armonicas.

= Se define una transformada de Cauchy inframonogénica y una trans-
formada de Teodorescu asociada a esta, ademads se realiza una gene-
ralizaciéon no trivial de estos resultados para el caso de funciones in-

frapolimonogénicas.

= Los resultados principales del Capitulo 2 contribuyen de forma esencial

a la obtencion de los aportes del Capitulo 3.

= Se reformula el sistema de Lamé-Navier homogéneo en términos del
operador 0,(.)0;, lo cual permite obtener una descomposicién aditiva

de sus soluciones.

= Se caracteriza el espacio de los desplazamientos universales como aquel

de las funciones que son simultaneamente inframonogénicas y armonicas.

= Se obtiene una reformulacion cliffordiana de la solucién clasica de Kelvin

como superposiciéon de dos transformadas de tipo Teodorescu.
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Recomendaciones

Se recomienda continuar la presente investigaciéon en las siguientes direc-

ciones.

s Aplicar la féormula integral de Cauchy demostrada para funciones in-
frapolimonogénicas a la investigacion de la estructura de las soluciones

de otros sistemas asociados a problemas de la fisica tedrica.

= Hallar una descomposicion de tipo Almansi en el caso de los espacios

de dimensién par.

= Investigar la estructura del niicleo del operador de Lamé-Navier iterado.
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