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SINTESIS

El Teorema de Plemelj-Privalov en la teoria de funciones analiticas del Analisis Com-
plejo establece la propiedad de invariancia de la clase de funciones de Hélder de ex-
ponente alfa bajo la accion del operador integral singular usual con nucleo de Cauchy.
Este hecho permite luego atacar facilmente los problemas de contorno de tipo Rie-
mann para funciones analiticas, por lo que promete tener igual connotacién en otros
espacios de funciones, asi como en espacios multidimensionales. Precisamente, en
esta investigacién se aborda la propiedad de invariancia de la clase de funciones de
Lipschitz de exponente arbitrario bajo la accion de dos operadores singulares que
surgen naturalmente en la teoria de funciones polianaliticas y polimonogénicas en el
Analisis Complejo y de Clifford, respectivamente. Los resultados obtenidos sobre la
validez del Teorema de Plemelj-Privalov en estos contextos mas generales, consti-

tuyen la principal novedad cientifica de este trabajo.
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Abstract

In this work the invariance of the Lipschitz class of arbitrary order under the action of
two singular integral operators arising in the theory of polyanalytic and polymonogenic
functions respectively is proved. In both cases the results obtained can be understood

as a generalization of the Plemelj-Privalov theorem of the analytic function theory.



Resumen

En este trabajo se demuestra la invariancia de la clase de Lipschitz de orden arbitrario
bajo la acciéon de dos operadores integrales singulares que surgen en la teoria de
funciones polianaliticas y polimonogénicas respectivamente. En ambos casos los
resultados obtenidos pueden entenderse como una generalizacién del Teorema de

Plemelj-Privalov usual de la teoria de funciones analiticas.
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INTRODUCCION

Del Anadlisis Real es conocido que una funcion definida en algun intervalo abierto es
analitica en un punto de dicho intervalo cuando es posible representarla como suma
de una serie de potencias convergente en alguna vecindad del punto. Esto hace que
las funciones analiticas encuentren aplicaciones en diversos problemas mecanicos
y fisicos, ya que heredan propiedades importantes de las series de potencias con-
vergentes, como por ejemplo, la suma, la integracion y la diferenciacién que resultan
operaciones internas. Mas aun, funciones analiticas en un punto son infinitamente

diferenciables en dicho punto.

Una teoria sistematica de funciones de una variable compleja (TFVC), con la inclusién
de los conceptos de limite, continuidad, derivada, serie e integral, construida en
analogia con la teoria clasica de funciones analiticas, fue legada por el matematico
francés Augustin Louis Cauchy en el siglo XIX [48]. La entonces nueva disciplina,
conocida hoy dia por Andlisis Complejo, posee inmensas ventajas sobre el Analisis
Real. Es vélido mencionar, a modo de ejemplo, que el Teorema Fundamental del
Algebra encuentra tal vez su mas armoniosa demostracién mediante el uso de la
TFVC. La teoria de funciones analiticas puede considerarse como la esencia misma
de esta disciplina. Dentro de los resultados més importantes de la teoria de funciones
analiticas se encuentra la Formula integral de Cauchy (FIC), la cual permite conocer
el valor de una funcién analitica en el interior de un dominio a través de sus valores

en la frontera.
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El estudio de la integral de tipo de Cauchy, y en particular la investigacion del com-
portamiento de sus valores limites al aproximarse al contorno, ha sido también ob-
jeto de numerosas investigaciones. Ello se debe especialmente a que es vital en
la consideracidn de los problemas de contorno de Riemann-Hilbert y a que esta es-
trechamente relacionada a los potenciales de capa simple y capa doble distribuidos
a lo largo de la linea de integracion (véase en [51] la prueba de esta conexién). Esto
quiere decir que la integral de tipo de Cauchy constituye una importante herramienta
para resolver problemas de contorno en la teoria de funciones analiticas, estando
intimamente relacionada a ello la integral singular (también conocida como transfor-

mada de Hilbert).

Propiedades menos elementales de una funcién dependen muchas veces de la rela-
cién entre el orden del incremento de la funcion con respecto al de su argumento, por
lo que la clase de funciones continuas se hace muy amplia ya que esta relacién no
se tiene en cuenta. En cambio, puede considerarse el médulo de continuidad de una
funcion sobre un conjunto y estudiar aquellas funciones para las cuales su moédulo
de continuidad es, por ejemplo, una funcién potencial del incremento del argumento.

Tal es el caso de la clase C** de funciones de Hélder con exponente 0 < o < 1.

Estas funciones desempefan un rol importante en la teoria de funciones analiticas
gracias a sus buenas propiedades: son funciones uniformemente continuas, forman
un algebra para la suma y el producto usual de funciones, y toda funcién periédica
que satisfaga la condicion de Holder puede ser representada en una serie de Fourier
(uniformemente convergente). Es de destacar ademas la propiedad de invariancia
de esta clase bajo la accion del operador integral singular. Precisamente, esto es
lo que establece en esencia el Teorema de Plemelj-Privalov y constituye la principal

motivacién de esta investigacion.



INTRODUCCION

Este teorema debe su nombre al matematico esloveno Josip Plemelj (1873-1967)
y al matematico ruso Ivan Ivanovich Privalov (1891-1941). Ambos realizaron con-
tribuciones a la teoria de funciones analiticas y, de forma independiente, arribaron
a dicho resultado. Plemelj viajé a Géttingen después de su doctorado y alli trabajé
bajo la direccion de Klein y Hilbert en los afnos 1900 y 1901. En aquella época, mu-
chos matematicos en la Universidad de Géttingen, instados por Hilbert, comenzaban
a adentrarse en la nueva area de estudio que estaba naciendo: la teoria de ecua-
ciones integrales lineales de Fredholm. El propio Hilbert habia reducido el Problema
de Riemann (sobre la existencia de una ecuacion diferencial Fuchsiana con grupo de

mondromia dado) a una ecuacion integral.

Plemelj no fue la excepcidn y aplico esta teoria al estudio de las funciones armdnicas
en la teoria del potencial [55], lo que sumado a sus contribuciones en Ecuaciones
Integrales, le valié el Premio Principe Jablonowski en 1911. Las ecuaciones que
Plemelj descubrié sobre los valores de frontera de las funciones analiticas son am-
pliamente conocidas en la literatura como las férmulas de Plemelj' y le valieron hallar
solucion al Problema de Riemann [54,56]. Igualmente Privalov tuvo la oportunidad de
asistir a las conferencias de Klein y Hilbert cuando visit6 Géttingen en 1911 mientras
aun era estudiante universitario, por lo que no es de extrafar que sus trabajos se

relacionaran con los de Plemelj.

El Teorema de Plemelj-Privalov fue establecido por Plemelj [53] en 1908, a juzgar
por el contexto, para el caso de curvas suaves, y fue redescubierto por Privalov [58]
en 1916, quien considerd una circunferencia como curva de integraciéon. En 1939
Privalov demostr6 este teorema para toda curva suaves a tramos y sin cuspides [59],
y posteriormente fue probado por Muskhelishvili [51] y Davydov [25] para curvas

suaves a tramos (pudiendo admitir cuspides) y curvas cuerda-arco (o k-curvas) res-

"También se conocen por formulas de Sokhotski-Plemelj, en honor al matematico ruso que las
obtuvo con anterioridad
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pectivamente. Otra generalizacién en el caso de una circunferencia fue ofrecida
por Zygmund [65] en 1923, quien obtiene una estimacién en términos del médulo
de continuidad con rectificacién de Stieskin. Su trabajo fue generalizado por Mag-
naradze [47] para curvas suaves a tramos, y por Babaev y Salaev [17] para curvas
cuerda-arco. También Ivanov [41] obtuvo un anélogo de este resultado para fun-

ciones de la clase H,,.

En 1975, V. V. Salaev planteé el problema de describir la clase maximal II,, de cur-
vas de Jordan, cerradas y rectificables (CJCR) para las cuales este resultado seguia
siendo valido. Al afo siguiente, él mismo obtuvo una descripcién (en términos de
una métrica) de una clase de curvas que satisfacia el Teorema de Plemelj-Privalov,
la cual era mas amplia que la clase de curvas suaves a tramos y las k-curvas, y que

se denominan curvas AD-regulares.

Especificamente, Salaev prob6 [60] que si la curva era una CJCR que satisfacia la
condicién de regularidad descrita, entonces la estimacion de Zygmund se preservaba
y, en particular, el Teorema de Plemelj-Privalov era valido en esta clase. Salimov
construy6 importantes ejemplos [62] que daban idea de la estructura de la clase I1,:
(a) una CJCR sobre la cual no era valido este resultado; y (b) una clase de CJCR
que no eran AD-regulares y sobre las cuales si era valido. La condicion métrica de
Salaev era suficiente, pero no necesaria. Por esta época, G. David [24] demuestra
que la clase maximal de curvas planas donde la clase de funciones p-integrables (es-
pacio LP) queda invariante bajo la accién del operador singular, es la clase de curvas

AD-regulares.

En 1990 sali6é a luz una caracterizacion completa de la clase II,, fruto del trabajo
conjunto entre Salaev, Guseinov y Seifullaev [61]. Pocos anos después, Guseinov
[37] ofrecié una solucién al problema de Salaev para la clase de Hoélder generalizada

H, con mayorante .
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El Teorema de Plemelj-Privalov también ha sido abordado en espacios de dimensién
arbitraria mayor que 2 con el uso del Analisis de Clifford, y en particular del Analisis
Cuaternionico. Se pueden citar en este sentido los trabajos de Karapetyants [42] y
Kokilashvili [43] para funciones de la clase de Holder con exponente variable; el de
Gerus, Schneider y Shapiro [33] para un operador asociado a la teoria de funciones
a-hiperholomorfas; asi como el de Abreu, Bory y Moreno [5-8, 10—-13, 15] para fun-
ciones de la clase de Hdélder (usual y generalizada), para superficies AD-regulares y

para superficies fractales.

Es conveniente mencionar que los cuaternios, cuyo descubrimiento se atribuye al
matemadtico vy fisico irlandés William Rowan Hamilton, forman un algebra asociativa
(4-dimensional) no conmutativa sin divisores de cero que generaliza al algebra (2-
dimensional) de los numeros complejos. El producto cuaterniénico fue extendido por
el matematico inglés William Kingdon Clifford al espacio n-dimensional, creando asi
las hoy llamadas «algebras de Clifford». Analogamente al Analisis Complejo, cuyos
resultados més importantes son los relacionados con las funciones analiticas, en es-
tas algebras juegan un rol similar las funciones monogénicas, definidas como aque-
llas que anulan el llamado operador de Dirac. De este modo tiene lugar una teoria

mas general, que se denomina Analisis de Clifford.

El término Analisis de Clifford fue empleado por Ryan a finales de los afnos 70 y luego
retomado por los matematicos belgas Brackx, Delanghe y Sommen para el titulo del
primer libro publicado en esta 4rea [23]. Desde entonces han sido varios los traba-
jos en torno a esta disciplina, destacandose el de los alemanes Giirlebeck, Habetha
y SpréBig [35,36]. Dentro de las ventajas y aplicaciones se pueden mencionar las
relativas a describir rotaciones en el espacio [30] y, en particular, modelar movimien-
tos oculares [57], entre otras aplicaciones en la Fisica como el procesamiento de
senales e imagenes (Transformada de Fourier Cuaterniénica y Cliffordiana, QFT y

CFT respectivamente) [31, 34, 39].
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En esta investigacién se define un operador singular con nucleo de Cauchy asociado
a la teoria de funciones polianaliticas [3, 4, 18,19, 38, 49] la cual representa una ge-
neralizacion de las analiticas. El hecho de que algunas de las propiedades de las
funciones analiticas dejan de ser validas para las polianaliticas (por ejemplo, el Prin-
cipio del médulo méaximo) no ha sido una barrera para el exitoso desarrollo de estas

ultimas.

Los primeros trabajos relevantes sobre funciones polianaliticas se remontan a las
investigaciones de los rusos Kolossov [44] y Mushkelishvili [52] en teoria de la elas-
ticidad, asi como a los de Balk y Zuev [20]. Trabajos mas actuales muestran la
interdisciplinaridad adquirida en este campo, la cual abarca el andlisis de tiempo-
frecuencia [1,2] y la Fisica Cuantica, por lo que se han usado para describir imagenes

por radar [16] y flujos lentos de un fluido viscoso [46].

El operador singular antes mencionado surge naturalmente de una férmula de repre-
sentacion integral para funciones polianaliticas [21] anédloga a la FIC pero que, en
adicion, involucra a los valores de las derivadas parciales hasta el orden k& de la fun-
cién sobre la curva de integracion. Es precisamente esta peculiaridad la que inclina
la seleccion del espacio de funciones sobre el cual considerar el dominio de este
operador, a favor de la clase de Lipschitz de exponente arbitrario (u orden superior)

k+a,conkeZ,y0<a<l.

Estas funciones fueron definidas por Stein [63] en 1970 y constituyen una especie de
generalizacion de la nocion de funciones diferenciables sobre conjuntos cerrados de
R™ que introdujo Hassler Whitney [64] en 1933. De hecho, si se toma a R™ como el
conjunto cerrado en cuestion, la clase de Lipschitz de exponente &£+« no es mas que
la clase de funciones continuamente diferenciables hasta el orden k y cuya k-ésima
derivada es de Holder. Ademas, para £ = 0, la clase de Lipschitz coincide con la

clase de Holder usual.
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Posteriormente, y de una manera similar, se define una versién multidimensional de
operador singular con nucleo de Cauchy asociado a la teoria de funciones polimo-
nogénicas del Analisis de Clifford que actua sobre funciones de la clase Lipschitz de
exponente arbitrario. Bajo la accién de estos operadores, los cuales generalizan las
versiones usuales en ambos espacios de funciones, la investigacion de la invariancia
de la clase de Lipschitz de exponente arbitrario resulta sugerente y promete un in-
teresante problema cientifico no abordado hasta el momento por otros autores: ¢ se
comporta invariante la clase de Lipschitz de exponente arbitrario bajo la acciéon de

estos operadores?

Las diferentes versiones del Teorema de Plemelj-Privalov conducen a la hipotesis de
que si se consideran los operadores aqui definidos, entonces es posible establecer
la propiedad de invariancia para la clase de funciones antes mencionada. Es por
ello que el objetivo de esta investigacion consiste en establecer y demostrar un anéa-
logo del Teorema de Plemelj-Privalov en la teoria de funciones polianaliticas y poli-
monogénicas. Ello permitiria, consiguientemente, resolver problemas de frontera que

generalizan los clasicos problemas de tipo Riemann-Hilbert para funciones analiticas,

En aras de lograr una mejor comprension de los resultados obtenidos ( [27-29]) y
de forma general de toda la exposicién aqui presentada, el informe se encuentra es-
tructurado en tres capitulos del siguiente modo. En el Capitulo 1 se expone el marco
tedrico referencial que incluye las definiciones de clase de Lipschitz de orden supe-
rior, algebras de Clifford, funciones polianaliticas y funciones polimonogénicas, asi

como los principales resultados y notaciones que se usan en el desarrollo ulterior.

El Capitulo 2 presenta la definicién del operador integral singular asociado a fun-
ciones polianaliticas, se comprueba su legitimidad y se establece un analogo del
Teorema de Plemelj-Privalov [28] que generaliza los métodos utilizados en [26] para

demostrar la invariancia de las clases de Lipschitz de primer orden. Su demostracién
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utiliza una reescritura de la condicién de Lipschitz en términos puramente complejos
que descansa esencialmente en las formulas que expresan las derivadas parciales
reales a través del operador de Cauchy-Riemann y su conjugado. Al tratarse de una
prueba directa a través de acotaciones, el método llevado a cabo permite estimar en

adicion la norma del operador propuesto.

Por ultimo, en el Capitulo 3 estos resultados se extienden al caso multidimensional
en el marco del Andlisis de Clifford [27,29]. En este caso no fue posible utilizar una
escritura en términos puramente cliffordianos, debido esencialmente a la imposibi-
lidad de expresar las derivadas parciales reales en términos del operador de Dirac.
Esto conllevo a rechazar tentativamente la metodologia usada en el caso complejo de
proponer las funciones candidatas asociadas al operador. La demostracién comenzé
por examinar el caso mas sencillo de las clases de Lipschitz de primer orden, con-
firmando con ello la hipétesis planteada. No obstante, dicha demostracidén se basé
fuertemente en algunas particularidades del nacleo del operador que para un orden
arbitrario no son satisfechas en general, y por tanto no fue factible utilizar el nuevo
método para el caso general. Tal dificultad se pudo vencer retornando a la via directa

desarrollada en el Capitulo 1 para el caso complejo.

Una vez concluido este capitulo, se presentan las conclusiones finales a las que
se ha arribado. También se ofrecen algunas recomendaciones encaminadas a dar

continuidad a esta investigacion.



1. ASPECTOS ALGEBRAICOS,
ANALITICOS Y GEOMETRICOS



CAPITULO 1

Aspectos algebraicos, analiticos y

geomeétricos

Este capitulo inicial tiene como objetivo exponer los principales aspectos tedricos
que sirven de base a la investigacion y en particular, aquellos que intervienen en el
planteamiento del problema cientifico, esto es: el contexto algebraico-analitico donde
surge el operador integral, la clase de funciones sobre la cual actla, y la clase de
curvas o superficies donde se comprende la integraciéon. Primeramente, se sefialan

tales elementos en el caso de considerar el Teorema de Plemelj-Privalov usual.

En este, el operador singular surge en el contexto de la teoria de funciones analiticas

1 T
y esta dado por el valor principal Sf(t) = lim — (7) dr,donde I'. = B.(t)NT,
e—0 71 I\l T —
Bc(t) denota la bola cerrada con centro en ¢ y radio ¢, e i denota la unidad imagi-
naria. La clase de funciones sobre la cual actia S es la clase C%(T") de funciones
de Holder con exponente 0 < a < 1, y el contorno de integracién I' se considera

suave.

Se recuerda que una curva (cerrada o abierta) es suave si su tangente cambia con-
tinuamente y es suave a tramos si consiste de un numero finito de tramos los cuales

son suaves. A lo largo de la presente investigacion, I" denotaréa la curva o superficie

10



1.1 Clase de funciones de Lipschitz

de integracién y €2 el dominio que encierra, o sea, [' = 9¢). Ademas, €2, y {2 deno-

taran respectivamente los dominios interior y exterior a la frontera I".

En el Capitulo 2 (caso bidimensional) se consideran siempre curvas suaves, cerra-
das, simples (no se autointersectan) y sin puntos de retroceso; y en el Capitulo 3
(caso multidimensional) las superficies también deberan entenderse como suaves.
No obstante, aunque no es objeto de esta investigacion, se puede mencionar que
los resultados obtenidos en ambos casos pueden extenderse al caso de curvas y
superficies AD-regulares. Un subconjunto cerrado E de R™ se dice Ahlfors-David
regular (AD-regular) si existe una constante C' > 0 tal que para cada x € E vy
0 < r < diam(E) se cumple C~1r™=! < H™ YEN B,(z)) < Cr™~!, donde H™!

denota la medida de Hausdorff (m — 1)—dimensional.

Antes de introducir los restantes elementos fundamentales, se hace observar el uso
de multiindices en lo que sigue. Un multiindice no es mas que una n—upla orde-
nada j = (j1,72, - ,Jjn) donde las coordenadas j; son nimeros enteros no ne-
gativos para cada k£ = 1,2,--- ,n. Esta notacion permite simplificar varias opera-
ciones y resultados propiciando una lectura mas didactica. Por ejemplo, ji!--- j,!,
Ji 4+ ns 27 2,7, efc., se escriben de este modo como j!, |j| y 27 respecti-
vamente. Cuando sea necesario distinguir entre un multiindice y un nimero natural,

se convendrd en escribir respectivamente (j) y j.

1.1 Clase de funciones de Lipschitz

Un resultado del Andlisis establece que toda funcién continua definida en un conjunto
cerrado de R™ puede ser extendida continuamente a todo el espacio. Un problema
mas ambicioso seria determinar si una funcién puede ser extendida a todo el espacio
preservando cierta propiedad P que satisface en el conjunto donde esta definida. En

particular, si la funcion dada es diferenciable en algun sentido ¢ podré ser extendida a

11



1.1 Clase de funciones de Lipschitz

todo R™ de modo que dicha extensidn sea también diferenciable? Inspirado en esta
interrogante, H. Whitney introdujo en 1933 la siguiente nocién de diferenciabilidad

sobre conjuntos cerrados y establecidé un importante teorema de extension [64].

Sea f definida en un conjunto cerrado E y k € Z. Se dice que f(z) = f(O(z) «es de

clase C* en E en términos de las funciones f\)» silas f\) estan definidas en E y

, f(j+l)(y) »
fP@)= 3, ===y + Bj(w,),V[i| <k,
li+<k
donde R;(x,y) tiene la siguiente propiedad. Para cada z, € E, e > 0, existe 6 > 0 tal

que si |z — xg| < 8, |y — 0| < 9, entonces |R;(z,y)| < e|lz — y|F~1l.

Nétese que si k = 0, para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, si |z — y| < J, entonces
|Ro(z,y)| = |f(z) — f(y)| < e. Esdecir, f(z) = f(x) es continua en el sentido

usual.

Whitney probé que si f = f(© era una funcion de clase C* (k < c0c 0 k = o0) en E
en términos de V) (|j] < k), entonces existe una funcién f de clase C* en E en el
sentido ordinario tal que: restringida a los puntos del conjunto cerrado E coincide con
£ (f]E = f0), sus derivadas parciales coinciden en E con las correspondientes
funciones de la coleccion asociada a /@ (99 f|lg = fU) V|j| < k) y f es analitica en
R™ \ E. Paralelamente a los trabajos de Whitney, en 1934, E. J. McShane escribi6
también un articulo sobre extensién de funciones [50]. Especificamente, McShane

establecié un teorema de extensién para funciones de la clase de Hélder.
También E. Stein trabajo en este tpico [63, cap. VI]. El considera que los espacios

mas apropiados son aquellos dados en términos del médulo de continuidad e intro-

duce el espacio de funciones de Lipschitz de exponente arbitrario (u orden superior).
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1.1 Clase de funciones de Lipschitz

Definicion 1.1.1. (Clase de funciones de Lipschitz de exponente arbitrario) Sea
E un subconjunto cerrado de R™, k un entero no negativo y 0 < a < 1. Se dira
que una funcion real f definida en E pertenece a la clase de Lipschitz de exponente
arbitrario «Lip(k + «, E) », si existen las funciones reales y acotadas /) definidas en

E,0<|j|<kyf® = f,ytales que los restos

FU(y)

R](l‘7y):f(])($)— Z T(‘r—y)l? I7y€E (11)
li+UI<k '
junto a dichas funciones satisfacen
fO@)] <M, |Rj(x,y)| < M|z —y[** ¥ 2y € B [j| <k (1.2)

Claramente, la clase antes definida es un espacio vectorial sobre R con las opera-

ciones usuales de suma de funciones y del producto de un escalar por una funcion.

Una norma || - ||x+a,e €n este espacio se puede definir como la menor constante

M que satisface (1.2).

Mas detalladamente:

e = sup {supl], sup 0,
o<lji<k | zcE euen |2 — y|renl
El espacio Lip(k + «, E) con la norma || - ||x+.& €s de Banach [63]. En particular,

cuando k = 0, dicha clase no es mas que la clase de funciones de Hoélder acotadas.

Note que en general un elemento de esta clase debe interpretarse como una colec-
cién de funciones, ya que la funcién £ no determina las funciones f). No obs-
tante, si E = R™, las funciones f/) estan tnicamente determinadas por f© y en

este caso Lip(k + o, R™) consiste en la clase de funciones continuas y acotadas f

13



1.1 Clase de funciones de Lipschitz

con derivadas parciales continuas y acotadas V) f = aja‘;g hasta el orden k cuyas
-

FIm

k-ésimas derivadas son de Hoélder.

Usando técnicas similares a las del trabajo citado de Whitney, Stein [63] arriba a
la existencia de una transformacion continua de Lip(k + o, E) a Lip(k + «, R™) que
extiende (¥ a todo R™. Luego, para f € Lip(k + o, ") el Teorema de Whitney se

puede establecer como sigue.

Teorema 1.1.1 ([63]). Sea f € Lip(k + a, E). Entonces existe fe Lip(k + a,R™)

tal que
(i) fle =1, 00 f|g = fO,
(i) f € C*(R™\E),

(iii) |0Y) f(x)| < cdist(z, E)*"!, para|j| =k+1yz € R™\ E.

1.1.1 Funciones de Lipschitz complejas

La definicion de funciones de la clase de Lipschitz esta dada por coordenadas, mas
como es natural al extender conceptos del Analisis Real al Analisis Complejo, se dira
que una funcién compleja f(z) = u(x, y)+iv(z, y) es de la clase de Lipschitz de orden
superior si sus partes real e imaginaria u y v pertenecen a dicha clase. Claramente,

la clase de funciones de Lipschitz complejas representa un espacio vectorial sobre C.

Para el caso particular del trabajo en R? pueden usarse las conocidas identidades
que permiten expresar las partes real e imaginaria de un nimero complejo a través
de combinaciones lineales del nimero y su conjugado y de este modo reescribir la
condicién de Lipschitz en términos puramente complejos. El siguiente resultado [26]

detalla el procedimiento utilizado para ello.
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1.1 Clase de funciones de Lipschitz

Teorema 1.1.2. Si f es una funcién compleja de clase Lip(k+a«, E), entonces existen
las funciones complejas y acotadas f9), 0 < |j| < k, definidas en E, con f©) = f y

tales que los restos

fJH o
Ri(z,y) = Z (x—y) ' (z—y)? z,ye E  (1.3)

[l <k—lsl

junto a dichas funciones satisfacen

fO@) <M, |Rj(x,y)| < Mle —y|"* V] 2y €E|j| <k (1.4)
Viceversa, si una funcion compleja satisface (1.3) y (1.4) entonces ella es de clase
Lip(k + o, E).

Demostracion. Sea f(x) = wu(xy,x2) + iv(zy,x2) una funcién compleja de clase
Lip(k + «,T") y considerése, abusando de la notacién, tanto * = x; + iz, como

x = (1, x2). Entonces por definicién

| e
ud(z) = Z %(11 — 1) (@2 — )" + Uj(,y), (1.5)
li+1I<k '
y
. AR
v (z) = Z %(ﬂfl —y1)" (22 — 42)" + Vi(z,y). (1.6)
i+ <k '

Al multiplicar (1.6) por i y sumarle (1.5) se tiene que fY)(x) = Pi(x,y) + R;(x,y),

donde, por definicién,

J+l . . .
R; =U; +iVj, Pi(z,y) Z 17) (1 —4) (22— 42)? y fU = u 40V

l7+<k

Luego, usando las identidades Rz = Zf ez =
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1.1 Clase de funciones de Lipschitz

P; en términos complejos

Zfﬁz ( y>;(:c——y>>h(<x—y>2—i<m))l2 (1.7)

li+l<k

Luego de usar la férmula del binomio de Newton en los dos ultimos factores de (1.7)

P = ¥ IS (ene-nia=r)

li+H<k Is|<[I|

oz £ (Y

=1 [s|=1
+|Z|Z=;12f:(+2—l;)<gl)!{ +;<) (@ —y)" M@=y +...
+ ( ) (z— y)”} +...
G+ ( Gy
) +lzl 211]22 &l +m21 1)2{:21 L)) (T—y)+...
+IZ|Z—: Z)QJZH) +|lz_: 2 (20)201 (z—y)" =y +...
+|”Z )2f:+) a +|z|;|g| > fH )(l’—y)k_'j' +
|l|zk:ljl (Z)%(I —u) T EE
+|llzk:|3| |J|W(x_y)k_m’

l _
donde o = Z < )(—1)32,71 =0, |l|. Note que a((f) = 1. De este modo,

(4+L)
By = Y T ey

donde

0] (]+l)( )
G0y = 1 N U2 W)
FUTH(y) = L Mz':u ST
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1.1 Clase de funciones de Lipschitz

Asi se obtiene una reescritura de la Definicién 1.1.1 cuando la funcién es compleja:

, (G+0)
@ =Y e et s ey, 0
li+1I<k '
donde |R;(z,y)| < clz —y[***Vy|fP ()| < ¢, VO <[j| <k, 2,y € E. (1.9)

Viceversa, suponiendo que una funcién compleja se representa como en (1.8) y tal
que satisface (1.9). Entonces, tomando parte real a ambos miembros de (1.8) resulta
que

] G+
R S R el BRI}

[!
i+ <k
Claramente, la relacion |Rz| < |z| implica que las funciones Rf\) son acotadas y
que los restos RR;(z,y) satisfacen la relacion |RR;(z,y)| < c|x — y|F+*~l. Restaria
verificar que
FUHD(y) L FU+L)(y) _
>R @ = Y ) )"

li+l<k li+LI<k

donde tanto x e y como las funciones FU+L) (con FU) = R fU)) del miembro derecho
son reales.

Escribase v = 1 + ixzy € u = y; + 1y2 y desarrdllese por el binomio de Newton

(z—y) = (21 —v1) +i(za—12)) y (x — )2 = ((#1 — 1) — (22— 12))". Entonces,

(G+0)

luego de agrupar > f—|(y)
l7+l<k I

real y se verifica lo deseado. Analogamente se procede con la parte imaginaria. [

(z — y)"* (z — y)™ convenientemente, se toma parte

Para concluir este epigrafe se muestra una identidad donde solo intervienen los
restos que genera la funcién de Lipschitz y que sera de uso frecuente en los proximos

capitulos. Dendtese como en [63, pag. 177]

(3+0) -
piro= Y T oo

l7-+HI<k

Entonces, desarrollando en serie de Taylor el polinomio P;(7,t) — P;(7, () alrededor
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1.2 Funciones polianaliticas

del punto ¢t € R?, se obtiene

Pi(r,t) = Pi(1,¢) = > Rj%ft’o(f—t)h(m)b.

li+l<k

Luego la identidad f(7) = P;(7, () + R;(7, () implica

Bt~ 1)+ Ry = 30 Tt o gy

l7HI<E

Simétricamente, f(7) = P;(7,t) + R;(7,t), por lo que

Ri(r Q) - Ryrt) = 3 O ey

j+HI<E 5
- o+ Y BlSq gy,

[!
0<|j+1|<k

lo que equivale a

Rj(r,t) + Z RJ'L(lt’o(r—t)h(m)b. (1.10)

il
0<|j+1I<k

Rj (7_7 C) - Rj <t7 C)

1.2 Funciones polianaliticas

En esta seccidén se define un operador singular con nucleo de Cauchy asociado a
la teoria de funciones polianaliticas [3, 4, 18, 19, 38, 49] que actua sobre funciones

pertenecientes a la clase de Lipschitz de exponente arbitrario.

Definicion 1.2.1 (Funcién polianalitica). Una funcién f(z) = u(x,y) + iv(z,y)
es llamada polianalitica de orden k (o k-analitica) en algun dominio ) del plano
de la variable compleja z, si tiene derivadas parciales (con respecto a x y a y) de
orden menor o igual que k en () y si en este dominio satisface la condicion de
Cauchy-Riemann generalizada: 0% f = 0, donde 0- es el clasico operador de Cauchy-

Riemann 9; = 3(0, + id,).
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1.2 Funciones polianaliticas

Al resolver esta ecuacion diferencial de orden superior, se deduce que una funcion
k-analitica puede ser escrita como un polinomio en la variable Z cuyos coeficientes

son funciones analiticas [20], esto es

Los primeros trabajos relevantes sobre funciones polianaliticas se remontan a las
investigaciones de los rusos Kolossov [44] y Mushkelishvili [52] en teoria de la elas-
ticidad, asi como a los de Balk y Zuev [20] y hoy dia encuentra aplicaciones en el
analisis de tiempo-frecuencia [1, 2], en la descripcion de imagenes por radar [16] y
flujos lentos de un fluido viscoso [46]. Algunas de las propiedades de las funciones
analiticas dejan de ser validas para las polianaliticas. Para ello basta considerar la
funcion bi-analitica (polianalitica de orden 2) dada por f(z) =1 — |2]> = 1 — 2Z. La
misma se anula en la circunferencia |z| = 1y claramente f # 0. O sea, los ceros
de una funcién polianalitica pueden acumularse, a diferencia de las analiticas, que
COmo Sse conoce, sus ceros son puntos aislados. Ademas, esta funcion es acotada
en el disco |z| < 1, alcanza el maximo en z = 0 que es un punto del interior, y sin
embargo no es constante. Recuérdese que para las funciones analiticas se tenia el
llamado Principio del médulo maximo, que establece que si una funcion analitica es
acotada y alcanza el maximo en un punto interior, entonces tiene que ser constante.
Esto ultimo quiere decir que en general no se cumple el Principio del médulo maximo

para las funciones polianaliticas.

No obstante es de destacar que las funciones polianaliticas admiten una formula
integral [21] analoga a la FIC que permite representar a la funcién en los puntos del
interior del dominio, en este caso a través de los valores de ella y de sus derivadas
en la frontera. Dicha férmula se tiene como una simple consecuencia de la Férmula

de Borel-Pompeiu para funciones de clase C*, que establece para = € Qy f €
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1.2 Funciones polianaliticas

CHQ;C)NCFL(QUT;C), k > 1 lo siguiente

10) = on [ Lo - [ o2y E st qasan

n=0 r Q

16 = o [ Lo (1.11)

ya que si f es polianalitica de orden k en €2, la integral sobre el dominio en la Férmula
de Borel-Pompeiu se hace cero. El operador singular que se define a continuacién

surge naturalmente de esta férmula de representacion integral.

Definicion 1.2.2 (Operador integral singular bidimensional). Sea 0 < a < 1. Para
una funcién compleja f € Lip(k + «,T") se define el operador integral singular de

orden superior como
Zk 1 =" som

donde las funciones f(*™) son aquellas de la coleccion {f\9) : |j| < k} que poseen

multiindices del tipo j = (0,n) conn < k.

Algunas observaciones sobre esta definicién son pertinentes. En primer lugar, debe
notarse el uso implicito del Teorema 1.1.1 en (1.12). El mismo permite identificar las
derivadas parciales 8218%# con las correspondientes funciones f72) de la colec-
cién para 9. En particular, ello posibilita sustituir las funciones é%Lf que aparecen

en (1.11) por las correspondientes funciones f(©7),

En segundo lugar, nétese que si k£ = 0, entonces S, coincide con el operador singular

usual S asociado a la teoria de funciones analiticas.

Similarmente, es posible definir una transformada de Cauchy [14].
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1.3 Analisis de Clifford

1.3 Analisis de Clifford

Sea {ey,...,en} una base ortonormal de R™ sujeta a las reglas e;e; = —eje; para
i,j = 1,....myi < jyel = —1le = 1, parai = 1,...,m. El conjunto {e,4 :
es = €j,...€;,}t, donde A = {ji,...,j} C {1,....,m} estal que j; < --- < ji
y ep = eog = 1, constituye la base estandar de un algebra asociativa (no conmu-
tativa para m > 2): el algebra de Clifford real, que se denota por Ry,, y cuyos
elementos se denominan numeros de Clifford. Es decir, un nimero de Clifford tiene
la forma z = Z:pAeA donde x4, € R. Sim = 1y se identifica e; con i, resulta
i>=—1porlo qte Ro; = C; sim = 2y se identifican e;, e2 y e3 := eje, respectiva-
mente con i, j y k, se obtiene la formula fundamental de la multiplicacién cuaternionica

i’ = j> = k¥ = ijk = —1, es decir, Ry, = H.

Al introducir los subespacio de k-vectores R(()k,)n := spang{e, : |A| = k} donde |A|

denota el cardinal de A, resulta claro que toda el algebra de Clifford puede represen-

tarse como suma directa de estos subespacios (0 < & < m) y por tanto su dimensién
(k)

0,m?

es igual a 2™. La proyeccion [z], = > zaes de un nimero de Clifford en R
Al=k

denominada k-parte del nimero =, perlm‘ite expresar a todo numero de Clifford como

suma de sus k—partes. En particular, [z]o y [z]; se llaman respectivamente parte

escalar y parte vectorial, lo cual esta en armonia con los términos “parte real” y “parte

imaginaria” conocidos del Analisis Complejo. La conjugacion se define como el ope-

rador (-) tal que para cada z,y € Ry, satisface 7y =yzye; = —¢;, Vi=1,...,m.

En particular, si x es un 1-vector, 7 = —x.

Las algebras de Clifford, a pesar de contener como caso particular al algebra de los
nameros complejos «mutan» ciertas propiedades debido fundamentalmente a la no
conmutatividad de su producto. Por ejemplo, en R 3 se verifica que (1 — ejeges)(1 +
ereses) = (1 + ejeaes)(1 — ejeqes) = 0, por lo que se puede afirmar que Ry, tiene

divisores de cero para m > 3. De hecho, esto obedece a un teorema del Algebra
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1.3 Analisis de Clifford

mas revelador, debido a Frobenius, y que expresa que las Unicas algebras reales
asociativas de dimensioén finita sin divisores de cero son R, C y H. La existencia de
divisores de cero conlleva a desechar la opcion de considerar funciones de R, ,, en
si misma, tal como se hacia en el Analisis Complejo (funciones de C en C), donde la
funcion inversa de la idéntica, o sea, % conocida como nucleo de Cauchy (salvo un
factor de normalizacién), desempena un rol fundamental. Asi, el Andlisis de Clifford
comprende el estudio de funciones que estan definidas en subconjuntos de R y que
toman valores en R ,,,, esencialmente porque los elementos de R™ pueden ser vistos
como 1—vectores y para todo vector no nulo si existe inverso multiplicativo. Dichas
funciones pueden escribirse como f = )", faea, donde f4 son funciones reales.
Cuando se diga que una funcion con valores en el algebra de Clifford R ,,, goza de
alguna propiedad como continuidad, diferenciabilidad, etc. si todas sus componentes
fa satisfacen tal propiedad. En particular, una funcién se dice que es la clase de

Lipschitz de exponente arbitrario, si cada una de sus componentes reales lo es.

1.3.1 Funciones polimonogénicas

Definicion 1.3.1 (Operador de Dirac). Para una funcién f € C'(Q) se define el

operador de Dirac por
Op =Y €i0s,.
=1

Se dice que f es monogénica a la izquierda (resp. a la derecha) si 0,f = 0 (resp.
f0, = 0) en Q. Mas generalmente, f € C*(Q) se dice polimonogénica de orden k
0 k-monogénica a la izquierda si 8§ f = 0 en (). El conjunto de todas las funciones

monogénicas a la izquierda (resp. a la derecha) se denotara por M,(2) (resp. M..).

Claramente, toda funcién monogénica es k-monogénica de cualquier orden y la suma
de funciones k-monogénicas es nuevamente una funcién k-monogénica. Sin em-
bargo, a diferencia de las funciones analiticas en el Analisis Complejo, el producto
de dos funciones monogénicas a un lado no necesariamente resulta una funcion

monogénica a dicho lado. Por ejemplo, las funciones f = e; y g = x2e1 + 2169
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1.3 Analisis de Clifford

son monogénicas a la izquierda mientras que 0.(fg) = >_ €;0.,(—x2 + x1€1€2) =
k=1

e1(e1e2) — ea = —2ey # 0 por lo que el producto fg no es monogénico a la izquierda.

De hecho, 0,(z) # 0, es decir, la funcién idéntica no es monogénica.

Nétese que 0, factoriza el operador de Laplace en R™ en el sentido que 82 =—A,.
De aqui que las funciones bimonogénicas no son mas que las funciones armédnicas
Ry.,-valuadas. La solucién fundamental de 0, estd dada entonces por Ey(z) =

0,F1(z), donde

1

E1 xXr) = Ok, X 0
e

es la solucion fundamental del Laplaciano A,, y o,, denota el area de la esfera uni-

taria en R™. La funcién
1z

Eo(.il]) = ——

O ||™

es llamada nucleo de Cauchy, y satisface en R™ \ {0}

T 1 — T;T
8 E €0z, <_ __> = z< — ‘= > =0
0 Z i Om |:L,|m 26 |l»|m m|£|m+2

m
(2
y Ey0, = 0 por lo que es una funcién monogénica a ambos lados.

Teorema 1.3.1 (Férmula de Borel-Pompeiu). Si f € C'(QUT), entonces

f(x),z €Q,
/%@—@M@ﬂ@@—/ﬂd—ﬂaﬂ@ = _
T Q OazeRm\Q

donde n(y) denota el vector normal unitario exteriora? eny € T".

Corolario 1.3.1 (Formula de Cauchy). Si f € M,(2), entonces

(/%@—@M@ﬂw@,zeﬁ
fl@)=4T
0, z € R™\ Q.
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1.3 Analisis de Clifford

Esto sugiere naturalmente definir la trasformada de Cauchy para funciones de la clase

de Holder como

Cf(z) = / Boly — o)

r

y)f(y)dy, z ¢ T

asi como el operador singular con nucleo de Cauchy

r

Importantes propiedades de esta transformada y del operador singular estan dadas

por las Férmulas de Plemelj-Sojotski cliffordianas [35]:

CTf(z) —C f(t) = f(a),
CTf(z) +C f(z) =Sf(x),

donde C* f denota los valores limites de la transformada de Cauchy en la frontera

C*f(x) = lim Cf(y).

gEQi

Conclusiones del capitulo

En este capitulo se introdujeron los principales aspectos analiticos, algebraicos y
geométricos que son utilizados en la tesis, tales como clases de Lipschitz y algebra
de Clifford. Ademas, se definié un operador integral singular asociado a la teoria de
funciones polianaliticas, asi como uno asociado a la teoria de funciones polimono-
génicas, los cuales seran el principal foco de atencion en este trabajo. En particular,
para el caso de funciones complejas pertenecientes a la clase de Lipschitz de orden
superior, se encontr6 y demostré una reescritura de la condicién usual (por coorde-

nadas) en términos complejos.
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2. TEOREMA DE PLEMELJ-PRIVALOV
BIDIMENSIONAL GENERALIZADO



CAPITULO 2

Teorema de Plemelj-Privalov

bidimensional generalizado

En este capitulo se demuestra la invariancia de la clase de Lipschitz de exponente
arbitrario bajo la accion del operador integral singular de orden superior. Se recuerda

que I'.(t) denota el tramo de curva I' N B,.(t), t € I'y C,.(t) su frontera.

2.1 Operador integral singular complejo de orden su-
perior

Se hace necesario comprobar que el operador bidimensional generalizado intro-
ducido estd bien definido. Como es conocido del caso complejo, para funciones
de Hoélder, esto es, de Lipschitz con exponente o (k = 0) el operador singular usual
S = 8y estéa bien definido [32, pp. 23-24].

Sea k # 0, entonces (1.12) se expresa como

k 7 _ A\n
Sef ()= = /F %CK £y /F %f‘o’m(cwc. (2.1)

26



2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Paral <n <k,

t— n
%ﬂ“’")(o < cf¢ =t O] < e ¢ =t < ea(D)"

donde d(I") es el diametro de I'. Es decir, el segundo sumando de (2.1) existe en el
sentido impropio y, por consiguiente, segun el valor principal. Sin = 0, y siguiendo

[32, pag. 24], el primer sumando se reescribe como

Agggczﬁi%g%ﬁhc+ﬂﬂ£é§? (2.2)

Al analizar el primer sumando de (2.2) se nota que

s 12 TD) 1 Rl <>]

f@) = (O To<ii<k
¢ — ¢ ¢ —t]
x %'K—tw Rt
- ¢ —t
B t—C|k+a
< el — it 4 LS
Og;k [
< ¢

por tanto existe en el sentido impropio. Por su parte, el segundo sumando existe en

el sentido del valor principal pues al ser la curva suave y cerrada se tiene que

) @©“ o
1m — = Tl
e—0 F\Fe C - t

En resumen, el operador propuesto para funciones de Lipschitz de exponente arbi-

trario existe en el sentido del valor principal.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

2.1.1 Invariancia de la clase de Lipschitz de primer orden

En esta seccién se prueba la invariancia de la clase de Lipschitz de primer orden [26]
bajo el operador integral singular de orden superior. Este resultado sera esencial-
mente usado en la Seccién 2.1.2 para el caso general. Los proximos dos resultados
seran utilizados con bastante frecuencia y sus demostraciones no seran incluidas,

pues son tratadas en diferentes bibliografias (véase [32], por ejemplo).

Lema 2.1.1. Sea0 <r < d(I') yt € I". Entonces

@ n(l(0) = [ i <er w [ T
T (1) o [¢ =t
© r/l"\l"T(t) ¢ =t o @ C—t] ="

Aqui y en lo que sigue, c denotara una constante genérica positiva, no necesaria-

mente la misma en diferentes apariciones.

Lema 2.1.2. Seant,t € I'. Entonces,

1 d¢ B 1 (S
@ 5 ) =i " ®) 5 o =0 YNk

Teorema 2.1.1. Sea0 < a <1y f € Lip(1+ «,T"). Entonces se tiene la inclusion
Si1(Lip(1+ o, 1)) C Lip(1 + a,T).

Demostracion. Por simplicidad en la notacién, se escribira f en vez de S; f. Sean

a, _ 1 F(O)+t=CFOon(g) o 1 o0
flO)(t)_ﬂ'i/F (=0E dc, f01)<t)_7Ti/F — dc.

Se probara que tanto las funciones fU) como los restos

}A%(op) (t,7) = Ro,0) At 7) = F(t) — f(7) — (t — 1) FOOr) — T=7)FOV(7)
Ro.1)(t,7) = Roy[fl(t,7) = fOV() — FOD(7)

Ruo(t:7) = Raolt.7) = 790 - 710
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

satisfacen |fU)| < cy |R;(t,7)| < c|t — 7|+l para cada 0 < |j| < 1. Dado
que la acotacién de las funciones resulta bastante directa, se mostrara solamente el
proceder con las estimaciones para los restos. Primero se estimara |Ry(¢, 7)|. Esto

es

~ (0,1)
Rur - L (1O (C dg__/f O 4

t—T/fC+ c QT f201<f>d
s

¢ (2.3)

Al usar la identidad

t—(=t-n+T-=t—7+7-(

en (2.3) y agrupar se obtiene

7 t=71 [ f(¢)+( 01(¢) t—7 [ fOD(Q)
= / <<—t>c— s e
JteT [HOF(E Cf“”(() =T [ Q)
/ (C d i r ¢(—7 .

Aun mas simplificado,
~ (t — (0,1)
Bolt,r) — U=7) / fO+ t f O e ¢

fOl f(Ol
+7ri Lt bag - /Fg—T

Al despejar de (1.3) resulta
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

lo que sustituido en la expresion aterior y unido al Lema 2.1.2-(a) implica

N _ )2 (1,0) _ )2 o(T,
Rty = U .)/F(Cf (4o )/F(CR( ¢) &

i hC-0C-n" "\ hC-oC-1

Al e [ “f

t—7r [ fO(Q) S 4 _ =) Ro(7, ¢)

e U i i

AN AR f“)(é)
+7ri[rg—tdC r ¢(—7 d(]

Como f € Lip(1 + a,T), se tendra que fOV, 1.9 ¢ Lip(a,T'), por lo que, del
Teorema de Plemelj-Privalov clasico, se concluye que el primer y altimo sumando
anteriores estan dominados por c|t — 7|*. Por tanto, sera suficiente probar que el

segundo sumando

- [ R(nO)
Itm =" /F<<:—t><<—r>2dC

estd también dominado modularmente por c|t — 7|°.

Sear = =7 T' ydenétese I'y =T',(¢), 'y =T',(7), 's =T\ 'y UT'y asi como

_ (t - T)2 R0<7—7 g) T
L(t, 1) = o /pp(C—t)(C—T)ng’p_l’?"

Entonces, evidentemente la estimacién de |I(¢,7)| se reduce a la de |I,(t,7)| para

cadap=1,3.

En primer lugar, el Lema 2.1.1-(b) junto al hecho de que | — t| > r en I'y implican

9 _ldg
r, ¢ = t|¢ — 7|t | — 7]
< cft— T|1+a. (2.4)

L(t )| < cft =/

< clt — 7|

En segundo lugar, se observa que si [ — 7| < |

1 1
[C=tC—7['=* T [¢— 7>
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

ysi | —t| < |¢ — 7], entonces

1 1
1—a S 2—a”
¢ —tl[¢ =7 ¢ =

Por lo que en cualquier caso resulta

1 PR B
[C—tllC =7 T =t =T

Por tanto
dc]|
I3(t, 1) < clt — 72 |
Bl = el | =i
|d(| |d(|
< cft — 7 — [
= et e

ComoT3 CT'\T;yTs CT\Ts,del Lema2.1.1-(c) se concluye que

e |dC| c
< — 72 |— < )
|I3(t,7)] < c|t—T]| {/r\n C— ¢ +/F\F2 IC—TI“Y} < |t—T|1*a’(2 5)

y consecuentemente
I5(t, )| < et — 7"t (2.6)

Finalmente, se examinara I, (¢, 7). De la identidad (1.10) se sigue que

ht.m) = ﬁlﬁ%ﬁ;«%@ﬁﬂ v e

= ~HC— ) ~H(C - )
7 R(LO) (tv C>dg fa—— R(071)<t7 C)dC
e >A1«—w@—rﬁ+“/ Wﬁmc—w«—Tv}

Denodtese ahora por 11 (¢, 7), el p-ésimo término en corchetes de la expresion anterior

para p = 1, 4. Entonces serd suficiente estimar cada uno de ellos. Se comenzara con
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Il(t, 7). De la identidad

1 B 1 1 1 1 1
(C—UK—WV__@—TP<<—t_C—T)_t—TK—TP’
se obtiene

Lt )| < C”f“_:é \/F +(/FICd_CT rl\/nﬁ\)

;ﬁ_ || _ ||
= V—HP“‘A¥C—J+1HK—TYHt ﬂIHK_TP)

Por el Lema 2.1.1-(d) y por ser la curva suave y cerrada resulta

’/Fl£ B ’/C—t /F\Flélslfl“cd—ft—’_‘/l“\lﬁ%‘
2

< rmi|+ec<e (2.7)

Ahora, del Lema 2.1.1-(a) se pueden estimar los sumandos restantes

|d(| < c d¢| < cm(ly) <e.
I |<_7—| ’t_T’ I |t_7_|
d r
‘t—T‘ | C| - S c ‘ Cl S Cm( 1) SC
I' ’C_T‘ ’t_T’ I'y ’t_7—|

Consecuentemente, |17 (¢, 7)| < ¢

[t — 7t
Ahora se analizara I(t,7). Como [t — (| < |t — 7]y |( — 7| > |t — 7| en T, se tendra
Ro(t, Olldc] |t-TV” ) c
I2(t,7)] < | < \dc’\ <
A N R P S

Al aplicar el Lema 2.1.1-(b),

|R(1,0)(ta Q)|]dc]| < & |d(| < c
r, [C=tC—7> T [t=7]Jr, [C =t 7 [t — 7|t

() < [t — 7]

Analogamente, |I}(t,7)| < y finalmente |§0(t,7')| < c|t — 7|*"*. Observe

C
= Jt—rie

ahora que, como f(*V ¢ Lip(a,T), por el Teorema de Plemelj-Privalov clésico se
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

satisface automaticamente !ﬁ(o,l)(t,T)\ < c¢|t — 7|*. Luego el andlisis se reduce a
probar que

Ry (17| < el — 1]
En aras de encontrar esta estimacion se usa (1.3) de nuevo para expresar
FQO+E=COD(Q) = f(t) = (t = Q) f () = Ro(t,€),

que una vez sustituido permite escribir

i

" _ LS L MO e L[ Rl Q)
Raotr) = & [ Feac 4 [FePach 5 [ i
RO(t7<)
mi F<<_t>2dC-

Como f19 ¢ Lip(a,T),

A9 FEO(¢
EF ¢—t - er( d<'<6|t "

Por tanto sera suficiente estimar

J@ﬂzééi(?c__/ifgﬁ

Partiendo de las identidades

- RO(Tv C) o tL—T —Ro(T, C) i R[)(T, )
mi Jr (¢ — 7')2dC i /F (C—1)2(¢ — t)dCjL i /F (¢ ¢ (2.8)

mJp (€= 7)(C 1)
R0<t7C) . t—1 Ro(t,C) l M
a e = e e w L e @9

se sutrae (2.9) de (2.8) quedando

t—1 —Ro(7,¢) _toT Ro(t, €)
e A e L R e
RQ(T, C) - R()(t? g)

Al C-nC-n © (2.10)
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

De la desigualdad

\I(t,r)]:‘(t;;) /F<<—R§>((T<’E>r)2dg < cft —r|1+e

probada anteriormente, se tiene rapidamente que los dos primeros términos del miem-
bro derecho de (2.10) estan acotados por c|t — 7|*. De aqui, el analisis se reduce a

probar que también lo esta el ultimo término

/ _ i R0<Tv C) - RO(tv C)
1= [T

De (1.10) se sigue que
Ro(7,¢) = Ro(t,¢) = Ro(7,t) + (7 — t) R0y (, Q) + (T — ©) R,y (¢, €)-

Al sustituir en J'(t, 7) resulta

/ o T—=1 Ra0)(t, Q) T—t Ro1)(t, Q)
R e L e L

Dendtese por J”(t,7) el primer término del miembro derecho de (2.11). Para I',

definido como antes, con p = 1, 3, se denotara

" T 13 R(l,O) (ta C)
R =5 | A

Se tiene entonces

" _ T—1 RIOtC |C| |
e = /rl(c—f) dg] o G el @)

Por su parte, (2.5) implica que

" _ |7 —t R(l(] (t C _ ’dd
Bl = | / -1 - df‘“'t (LY A v

< ct — 7| (2.13)
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Ahora se estimara J;(¢,7). De (1.10) se obtiene que R ¢ (t,¢) = R,0(7.¢) —
R 0)(7,t), de donde

‘/Fz 1otC C’_’/ 1oTC C‘+‘/ <_10>7it)dg

Se necesita verificar que los dos términos del miembro derecho de la expresion ante-

rior estan acotados por W Al examinar el primero, resulta

‘/ 10) T, C dC‘ |dC| <« C |dC| < ¢
F2

o (G e (e B L W [ B A

Por otro lado,

R(LO)(Tat) ‘: 'R(I,O)(Tat)( d_(_ dC )‘
/m(c—f)(c—t)dg i \ ot /FQC—T '

Modularmente, las dos integrales en paréntesis estan acotadas por una constante no

negativa c, por tanto

R(Lo)(T, t) a—
‘/FQ = Hi—gd| sde-r

y finalmente

7" - T—1 R(l,o)(T,t) o
e = /F o | < elt =i (2.14)

Argumentos similares se aplican al segundo término del miembro derecho de (2.11),

y al combinar (2.12)-(2.14) la prueba estara completa. O

2.1.2 Invariancia de la clase de Lipschitz de orden arbitrario

En aras de extender el resultado establecido en el Teorema 2.1.1 para todo &, o sea,
para toda la clase Lip(k + «,T") [28], fueron establecidos los siguientes resultados

auxiliares.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Lema 2.1.3. Seanm,k € NU {0}, r = @ yI'1 =T,(t). Entonces

d¢ c
’ /Fl (C—t)k(—7)m = |t — 7[Ftm-1° (2.15)

Demostracion. Si m y k£ son cero simultdneamente, entonces el Lema 2.1.1-(a)
garantiza la desigualdad (2.15). Se puede suponer entonces que m y k£ no son cero

simultaneamente. Sik =0y m > 1, se usa el Lema 2.1.1-(a) para obtener

IN=r

Sim =0y k =1, el resultado se ha establecido yaen (2.7). Sim =0y k > 1 se usa

|d¢] ¢

r [C—7|™ 7 |t —T1m

<

|d¢| <
Iy

[t — 71

entonces el Lema 2.1.2-(b) para obtener

/Fl (¢ ﬂ)k - ’/p@ ﬂ)k ‘/m (¢ Cf(t)k /\ (¢ iﬁt)k'

Como I' es suave, I'; se puede considerar un arco; y al ser cerrada, el Teorema

: . d¢ d¢ .
integral de Cauchy implica / — = / ————, donde C/(t) denotan
\I' (C—1)* z]: Ci(t) (C—1t)k

los arcos que quedan contenidos en el dominio. Si C,.(t) es parametrizada por ( —t =

rel’, a; <0 <b;,serad¢ =ire’y

¢ | d¢
/r\r1 (¢ — t)k' B /cfl(t) (C—1t)k

dg
/m (C=0F = [t=7*

el lema esta probadoyaparak+m =1(0sea, k =0ym=1yk=1ym = 0).

ir elf c
_k/ ik&de‘ < n k—1
T Joiw e |t — 7

para cada j. Luego, como se deseaba. Obsérvese que

Considérese entonces m # 0y k # 0. Se probara el lema por induccién sobre k + m.

Supdéngase que (2.15) es valido hasta k + m = N. Seaahorak+m = N+ 1y
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

asumase k£ < m, entonces

B ¢ B (¢ —t)ym*
Kt,r) = / CfC— " / C—omic—nm™

_ /“(g_t)m_k{m]mdg
. (t_lT)m /Fl(g_wmk{é_g_%rdg

= ; _ 4\ym—k S (T;)(_l)j
EGEE /1“1(C * jz:; (C—t)mfj(C—T)ij

t)mfk:

I N (D [Co Vel (e
- <t—r>m;/n =t IC—ry

Como k£ < m,

o a (") (1)
Rt = <t—T>m{j§ b ==
o (-t
D

Ahora, como (k — j) + j = k < N, la hipétesis de induccién implica

C
S

(P)(=1)
/F1 (C—t)F3(C — T)jdc’ <e¢

clt — 77" c
4 |d¢| < -
it—717 Jr, |t — 7

[ (1) (=1)(¢ = ty*
Iy (C—1)

o

1
De aqui, | K (, )| (|t - ) < ¢

< .
— |t—7‘|m 7-|k—1 — |t_7-|k+m—1

AsUmase ahora &k > m. Entonces

_ (LS N (St
R B il W e

= oo lm}%
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

1 o[ 11"
oA [c—t_c—f} “
R R T e
M e e

Como k > m,

Luego, como j + (m — j) = m < N, la hipétesis de induccién implica

(%) (~1)7dg
/pl C— i —rymd| =

Por otro lado, al usar la identidad

Cc

= |t =Tt

[ &
n (==

C=rym=lC-t)+ (-7 "= ( : )(C — )t —T)

se obtiene
. S i - )
(C—T1) - i=0 "
/pl C—p = /F 1y “
Jj—m . j—im (C—t)j_m_i
R [ e

A M
- (t—7) /Fl (C—t)m“'

=0
Comom+i<m+(j—m)=j<k< N, se infiere por hipétesis que

j—m

(S ‘ T dg¢ c
| <2 el || < e
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Luego
1 m (5) (=1)Fa¢
K I
’ (tﬂ')’ < ‘t_T‘k{; /1;1 (C_t)j(C_T)m—j
O L (s
. d
+j=;+1 /F1 (¢ =1y ‘
1 c (¢ —T)i—m c
= |t — 7|k { [t — 7|t te /1“1 (C—t)d dC‘ } < |t — r[km1
En cualquier caso se verifica (2.15) y la prueba esta completa. O

Es facil ver que el Lema 2.1.3 sigue siendo valido si en vez de I'; se considera I's.

Combinando esto con Lema 2.1.2-(b) se concluye que para todo k,m > 1

d¢ c
’/ké—ﬂ%(—ﬂm = =t (2.16)
I's

Lema 2.1.4. Sean f € Lip(k+ o, 1), r =
B[ f](t, Q)dc
r (C= )¢~
A1, Q)d¢ c |
/r3 (C=7)H¢ - )' S g Vs bk

Demostracion. Primero se demostrara (a). Para 0 < |j| < k — 1 se tiene

I's yI's como antes. Entonces

VO <|j| <k

C
>' = Jr—ifiie
(b)

R;[f1(t, €)d¢ ‘ et e
/Fl (C_T)k(g_t> S |,7__t|]c ‘ C’ — |7_ t||j|—oz
Por otro lado, si |j| = k, se usa el Lema 2.1.1-(b) y asi
R;[f](E, Q)d¢ ' c | .
/Fl C-mFC—0| = F—aF Jo = S fr— e

Es decir, para cada 0 < |j| < k, se tiene la validez de (a). Resta demostrar (b).

Si |¢ —t] <|¢ — 7|, entonces

Ry[1)(1.0) ‘ ool

‘(C—T)’“(C—t) = IC—rF = ]C—¢[iFia (2.17)

39



2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Cuando |¢ — 7| < [¢ — ¢,

Ri[fitt,7) + 3 Rp(r, Q)¢ —7)"(E—7)"

' R;[f(t, <) ' _ 1<k
(€ —7)HC—1) NE—=7) (¢ —1)
C|t—7‘|k+a 141 c|r — ¢[Fralil=ll|g — 7|l
S oA 2 T K
< Kqﬁj_'“a. (2.18)
Combinando (2.17) con (2.18), se obtiene
R;[f](2, ¢) 1 1
'(C —jf)’“(C - t)‘ = C(IC —gre e T!““‘)'
Consecuentemente,
R;[f](t, ¢)d¢ o ldgl LS
/r3 (CJ—T)’“(C—t)‘ = ry IC—t!'J'+1 « / [¢ = r[tHi=e
c |d¢] |d¢|
el N e / e
c |d¢]| |d¢]|
= e /1“\F1 C— o= T /m ¢ — 7[>~
C
donde el Lema 2.1.1-(c) juega un rol basico. l

Lema 2.1.5. Sea f € Lip(k + o, T"). Entonces para cada 0 < |j| < k, la funcién

R

Demostracion. Sea r = @ y I'1, I's y I'3 definidas como en el Lema 2.1.4. Si se

denota
R'(Tv C) T 5
Lp(taT) = /1" (C _ T)kJ‘H*ljl(C — t) d<a b= 1a 37

p

entonces serd suficiente probar que |L,(t, 7)| < = Pparacadap = 1,3.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Obsérvese primeramente que la acotacion de Ls(t, 7) se deduce de (2.5), ya que

| La(t, 7)| =

(7,¢)d¢ |d¢] c
/r3 (¢ —T)’““‘j(é—t)' = ry [C = 7[7C = 1] = et

Se continda con Ly(t, 7). En virtud del Lema 2.1.1-(b)

Lot ) / Ri(r,Qd¢ | _ e P
2 F2 _7_ t>_

D R TV N e e P

Por Ultimo se analiza L, (t, 7). De la identidad dada por (1.10) resulta

_ R;(7, t)d¢ Rju(t, ¢)d¢ L=\
Ll(t,r)—/r T + ) /F R t)(q-_t)l(r—t)2.
1 li+HI<Ek
(2.19)
Denotese por Li(t,7)y Li(t,7) el primer y segundo sumando de (2.19), respectiva-

mente. Entonces, por el Lema 2.1.3

Li(t,7)| =

Tt
"/ | <

Nétese ahora que paracada |j + 1| < k

Rj(t, ¢)dC¢ < ¢ — t[fFro-liti=1 c
o (= I — | = ¢ b [C = o[ |d¢| < 7 —giia’
por lo que
: (0 s
ol = | Y [ gt -0 E =
l7+l<k
Rj(t, €)d¢ ‘ c
< J+I\Ys 4 |7__t|m< '
> |j+zl|:§k /1“1 11(¢ — )kl (¢ — 1) = | —t]i-e
Es decir, se cumple que |Ly(t,7)| < |Li(t,7)| + |L3(t,7)| < ——. Notese el

|7 — t|1—
C
t=
probado. O

uso reiterado del Lema 2.1.1-(a). En resumen, |L(t,7)| < e —y el lema queda
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Proposicion 2.1.1. Sean dados c,(l,) de forma recursiva por

C1 (ll) =

1+ 0(1—71)
Iy + 1)!

I+ 1>|11:0

Cp—
s eally) = 1<h!

- Cn71<l1 + 1)7” Z 2.

Entonces se cumple que

cn(l1)

_ i1 L+ n—=0+2)(lh+n—(i+3))... 1
4 {<_1) al) (n—(G+1)(h+n—(i+1) }+
cl(n—l)

D

+ (=1)"e (b +n—1), n>2. (2.20)

Demostracion. La prueba se realizara por induccién en n. Para n = 2, resulta de la

definicion

Cg(ll) =

c1(1)
[;!

ci(n—1)
!

—c(li+1)=(-1)" + (=) e (l +n—1),

por tanto se cumple (2.20). Suponga valido (2.20) hastan = k. Sea N = k + 1,

entonces

CN(ll) = Cklfll) — Ck(ll + 1)
1 (+k-3)..1 (1+k—4)...1
- F{(k TR L P T L

o (DR (k= 1)+ (=) e (1 + b — 1)} —

(LL+1+k—-4)...(L+1)

(h+1+k—=3)...(L+1)
_{ ) [T ) TR sy Py oy o A
S+ (-1 ’“% + (=D e+ 14+ k- 1)}
C((k=2)(k-3)...1 (l1+k—2)(l1+k:—3)...(l1+1)} 0
—{lll(k—Q)!(k—l)! a (k=21 + &k —1)! “
(k—3)...1 (h+k—3)...(L+1)
_{lll(k—S)!(k:—Z)!_ (k—3)(l, + k — 2)! 01(2)}01(2”'"
4 (_1)'“{% - ﬁ}cl(/ﬂ S+ (-1)k+lcll§—’f) (1) 2, (1 + )
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Dado que los dos ultimos sumandos son iguales respectivamente a

(Awﬂgfﬁ'y<4W“Mh+N—m

serd suficiente probar que la diferencia i-ésima que acompafa a ¢ (i), = 1, N — 2,

O sea
e A+k—(i+2)...1 -
Di = (=1)" {lll(k—(i+1))!(1+k—(i+1))!
(h+1+k—(G+2)...(L+1)
=G+l +1+k—(G+1) |
esigual a

. L+ N—(i+2)...5 .
(=1) {(N—(z’+1))!(l1+N—(i+1))!}’ i=1LN-2

Simplificando y posteriormente efectuando la diferencia en cuestion, se obtiene

i+l 1 (h+k—-(+1).. . (L+1)
D, = (-1) {lll(k’—i)!_ (k—(+ D)L+ k—1)! }

B it Lh+k—0l+k—>G+1)...(L+1)
(=1) (k= )1l + k —1)! B

)i+ (k=d)[(lh+k—=(+1)...(L+1)]
—(=1) (k — )'(ll+k—z
). ) —

k= G ) DI+ — )]
(k= i)l (ls+ & — 1))

(—1)”1{ (h+k—(i+1)... (h+ 1) }

(k— iVl +k—1i)

— (1)t (L+N—-(+2))...14
N (N = (i+1)l(li+ N — (i + 1)

con lo que queda demostrada la formula (2.20). ]
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Corolario 2.1.1. Sean c¢,(l,) definidos como en la Proposicién 2.1.1. Entonces se

cumple:

.
nEITR s (2.21)

o) =T "2

Demostracion. Para n = 1 es evidente. Para n > 2 se usa la férmula (2.20) en el

caso /; = 1.

cn(1)

i1 1= +2)n+1-(i+3)...1
{H) ) T R D) eI = (1 1)
+(=1)"c1(n—1)+ (—1)”+101(n)
= . 1+11+®(]‘_]1) 1 _1\n
[< DD (n—i)!l—i_( D

n+1 1+ n(l _jl)
(n+1)!

i+l (n+ DT +4(1 — 7,)] 2t (n—1)j
lH) i+ 1)!(n—i)!] )

n+1 1+ n(l _jl)
(n+1)!

3 R | R e

(n+1)! i+1 n!

)n+11—|—n(1 —j1)
(n+1)!

n—2
n+1 {Z{ ™ +¢(1—j1)](7;j:11)]+ (2.22)
1=1

+(=D)"n+Dn+ (n—1)5] + (=)L +n(l - jl)]}

ﬁ {Z(—l)”l[l +i(1— )] (TZID } (2.23)

i=1

+

n+(n—1)3
RV
n!

+(=1)

+(=1)

+(-1

Comparando (2.21) con (2.22) se observa que sera suficiente verificar

Z( DL +i(1 — 41)] (?:11) =n+1-—j. (2.24)
i—1
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Para probar la igualdad dada en (2.24) se observa primeramente que

i(—l)k@) =0, (2.25)

k=0

lo cual se obtiene de desarrollar (a — b)" por la férmula de Newton y luego hacer

a =b=1. De (2.25) se infiere que

n—1
( ) = (—1)"*% (2.26)
k::O

La prueba de (2.24) se hara por induccién en n. Paran = 1 es evidente. Supongase

cierta (2.24) hasta n. Para n + 1 hay que probar que

s = % (( 1)Z+1[1 +i(1 _.71)]> (n——il_—12

i=1
r+1 r r
(p+ 1) - (p) i (p + 1) (=27)

):(n+1)+1—j1.

Usando la propiedad

resulta
s = Zj: ((_1)i+1[1 il - jl)]) (7;:) +

+Z( UL i - ) (”j_ 1) FED L (4 D)) (2.28)

Denotese respectivamente por s; y so los dos sumandos de (2.28). Entonces, por el
paso de induccioén, s; = n + 1 — j;. Por otro lado, si se hace el cambio de variable

1 =k + 1, entonces

—_

so= 3= (14 (k+ (1= ) (” i 1)

3

2 k1
n—1 n—1
— —1)F*t _ n+1\ _ 4 _ 1)k+1 n+1
ko( (1 TR - ) . 1) i ;O ( L) @2
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Observando que la primera sumatoria de (2.29) se escribe como

Sf@Jﬁ“(L+M1—ﬁD<Zii>:§5@4V“u+ku—jm(21i)+

k=0 k=1

(—Umﬂl+ku_jm(n+1) _——F—D“ﬂl+kﬂ—jm<”+l>

+ k1 k1

)

k=n

se puede hacer uso nuevamente del paso de induccién en el primero de estos suman-

dos, obteniéndose

—_

3

ok =al(p 1)) = LAl D]

i

—(=1)"" (1 +n(1 = )]

= —ji+ (=D"P2(1 +n(1 - ).

Por su parte,con M =k + 1, N =n+ 1y (2.26), la segunda sumatoria de (2.29) se

puede escribir como

—_

n—

Cryen (L) NlFDM N
kE+1 M
k=0 M=1
B Nl(_l)M N - Nl(_l)M N
B M M
M=0 M=1 M=0
— _1)N+1 1
— ( 1)n+2 1
Retomando (2.28) se concluye
s = [n+1—=5]+ [ — (=121 +nl —50)] = [(1-5)(=D)"7 = 1] +
H(=D)" 1+ (n+ 1)1 = )]
= n+2-—7n
con lo que queda demostrada la afirmacién inicial. O
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Lema 2.1.6. Sean f € Lip(k + o, 1), i1,...,1, € N, entonces

Ro(r.0) 3 0 (-

ll|<k—m R
<cr—t 0<m<k.
(a) F/ (€ — i <c|t -t 0<m<
m+1m+2—iy mAn—ig—...—ip_1
(m+1)(m+2)--(m+n) m 4
®mY Y .Y = - ("),
i1:1 i2:1 in:]_
Ro(7,¢) Ro(t, ) X
(c) /(C— T)kHEm(( — w6 = / kHdCSC\T—tI,Oémng.
I3

Demostracion. Prueba de (a). Haciendo uso de (1.10) se escribe

Rl (lt; g) (7_ o t)h (ﬁ)h

Ro(1,() = 22

L(t, 1) := / lgkﬂ(ﬂc — t5m+1 d¢
I's
m R .
Ro(r 1) + z=21 { ll|=k—(m—) l(lt!’ 3 (T =) (7~ t)h}
:F/ (( — t)ym+lL dg
D UG
B o(T, l=k—(m—i) !
_F/ R t)deC + ;F/ T d¢ (2.30)

El primer sumando en la igualdad anterior se puede reescribir como

Ro(rt) ,. . dc dc
/(C—t)de“R“T’”{“ )/(c—t>m“<<—7>+/(C—t)’"(C—T)}'

I's I's I's

De esta forma se puede aplicar (2.16) a cada integral dentro de las llaves y obtener
la acotacion buscada. Para el segundo sumando de (2.30) se acota directamente,

teniendo en cuentaque |[| =k — (m —i)yque 1 <i <m,

Ri(t. () | |
| = / [C— e = / (= aTC = e

s
g
= ( t'/|< T )
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Usando ahora el Lemma 2.1.1-(c)

/ Rl<t7 C)
(D

s

i
oy < AT =8

I R T — t‘kfera
=Jr—tfie =

?

con lo que queda probado (a). Para la prueba de (b) se usara induccién en n. Si
m+1

n =1, entonces > 1 = m+1 = ("), por lo que se cumple el paso inicial.
11=1

Suponga que se cumple hasta n que:

m-+1 m+n—i]—...—n—1 m + n
DI D .
: : n
i1=1 in=1
Sea ahora N = n + 1. Entonces, por hipétesis de induccidn resulta que

Y0y =30y %

m-+1 m+N—i1—...—inN_1 m+1 (m+2—iy m+N—i1—iz—...—iN_1
1
11=1 in=1 11=1 12=1 in=1

m+1 [ (m+l—i)+1  (m41—i))+(N—1)—ig—...—iny_1

-3y 3 1

11=1 i9=1 in=1

_ ”f((mﬂ—]\;’liJI(N—n)

i1=1

B "il m+1—i+n
= . .

11=1

Usando (2.27) recursivamente m vecesconp=nyr=m+n,m+n—1,...,m+

n — (m — 1) se obtiene en definitiva

m+n+1 m-+n m+n—1 n s m+1—1i1+n
= + o+ =y :
n+1 n n n n

i1=1

lo que evidentemente prueba (b). Resta probar (c).
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Aqui se usa nuevamente (1.10) en el primer sumando de (c)

Ry(7,¢) d¢ B Ry(T,t)d¢
[~ | T

I's I's

Ro(t, €) d¢ i>1
e A e e

I's I's

RO (7 — 1) (T =)' dC

(2.31)

Haciendo uso de (2.16) se deduce que el primer sumando de (2.31) est4 acotado
modularmente por ¢|7 —t|*. Para estimar el tercer sumando de (2.31) se acota direc-

tamente

> A (="
l[[>1
L R N

[1]>1

C|t . <|k7\l|fm+o<

C‘t _ C'k—|l|—m+a

— -
=2 € — 7[F+1-m ="

11>1

Teniendo en cuenta que por desigualdad triangular | — t| < |[( — 7| + |7 — t| y que

|T tl

enlses|(—71|>r:= se infiere que |( — t| < ¢|¢ — 7| en I'3, por tanto

3 ngllf C)( — (T =1)k
11
| S

I's

|d(]|
< t’lZ/K T[i+1=a

1>17

d
< c]T—t]Z/K | <||2 —.

li>17

Usando una vez mas el Lema 2.1.1-(c) se concluye que igualmente el tercer sumando
de (2.31) esta acotado por c|T — t|*. Por consiguiente, sera suficiente verificar esta

cota para la diferencia

/ o Ry(t, Q) Ry(t, Q)
v = [ - | e

Fg FB
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Como
1 B 1 B 1 ) i X
C—nC =t (=0 =t | = (=i
_ 1 (¢ — t)ktl=m _ (¢ — r)k+l-m
(C—t)™ | (¢—r7)ktl=m({ —t)ktl-m
(0 Sy
resulta que

1Lt 7)<

s

k—m
— t|k=m=p| — £|P
m(u@){htpzoc e }W

|€_t|m |C_7-|k+1—m|c_t|k‘+1—m

t|k—m—p—1+o¢

k—m
¢ —
< C‘T_t‘Z/ |C_T|k+1,,p |d<’
pZOFB

Usando otra vez el hecho de que en I'; es | — t| < ¢|¢ — 7| queda finalmente que

/ |d¢]|
Lt ) < cr—t/ ,
o) < e [

lo cual satisface la estimacion deseada en virtud del Lema 2.1.1-(c) y con esto termina

la demostracion. ]

Lema 2.1.7. Sea f € Lip(k + «a,T") yGZ@ [f](t) definidos por

O iy i) ("7 (0) [ et e
T

s i 1 D (¢ — t)ym+itp—i

Entonces

m—1 )
Culflrt) = Y {Gg%_ y, G <T—t>’l<ﬁ>b}

i=0 ll|<k—m
satisface |G, (7,t)| < c|7 — t|*"™* paratodoi =0,m — 1.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Demostracion. Sera suficiente probar este lemaparai =0. Seam = k —n paran

arbitrario. Entonces

(@)
I(t,7) :=GOr) - GOt - ) —Gol!(t) (r—t) (7 —2)"

0<|l|<k—m

— _ﬁ! RO(Ta C)dC _ RO(t7C)d§ .
-4 { r/ (C — T)m—H F/ (C _ t)m+1

L\ [ Ra—pin(t, ) T—t)h(r =tk
5 (B ()R 0u) =T

0<|I|<k—m\ p=0

El andlisis de (2.33) se dividira en cada tramo de curva I';,I'; y I';. El analisis en I'3

se pospondra para el final. Comenzando con el primer sumando en el tramo I'y, se

usa (1.10)
Ro(7,t) + Ri(t,Q) /1N —t)" (T — 1)
/Ro(r,QdC ) / o(7,1) mg_m (&, Q)T =) (T =)
T I (= m)mH
Ry(t,¢)d
< IR0 [ | e ¥ LLEJ et
[l|<k—m

r

EnT'; se cumple | — 7| > @ y |¢ — 7| > |¢ — t|, lo que unido al Lema 2.1.1-(b)

implica
/RO(T L0de | _ _ﬂm/ ]y (/\c—t!’f 'l'+“|dC\)|T_t|z|
_ m+1| — m—+1 m-+1
() ¢ =t T ] 7]
< _ 4lk—m+a 4 lk—|l|-m ’d(’ . \l|< _tk—m—i-a
< |t —t +e ) |r—t \C i < elr —t :
ll|<k—m
Analizando este mismo sumando en I'; se obtiene
RO(T C)dc k—m |dC| k—m+a
+1| = 71| T—a = <7 -1 :
(¢ —rym+t !C T[tme
1)

Dada la simetria de los dos primeros sumandos de (2.33), bastara acotar el tercer y
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

ultimo sumando en los tramos indicados. Observe que ello se reduce a probar que

(I1 PJQ t C
|/ _ m+1+p dC S ¢

Primeramente, en I';

R(h—p,lz)(t? C)

|7 — e =12,

§C| |k [I|—m /‘C ’d<|‘1 < | _t|k—\l|—m+a‘

I

Seguidamente, en I'; se usa (1.10) para obtener que

R(h—p,lg)(t?C)dC Ry —pi)(t, T)dC
(C _ t)erler

(¢ — t)mtite

2 2

Rty —ptsy lp+s9)(T1:0) (t _ 7.)81 (ﬁ)w

Z s!
sl <k+pl
1/ €= “

I

Luego, del Lema 2.1.3 se infiere que el primer sumando esta acotado por c|t —

lk=lli=m+e Por otro lado, como en 'y es [( —t| > ry | — 7| < rresulta

T — C‘kﬂ) [t—ls|+o
/ ¢ — t[mtite d¢
|t — 7|kt [l —ls[+a

s ¢ |t — 7|m+1+p /!dCI < |t — T|k_m_‘l|—|8\+a’
T
Iy

IN

/ R(ZI—P+81,Z2+S2) (T7 C)

(¢ — tymti+p

:

I

donde en la uUltima desigualdad se ha usado el Lema 2.1.1-(a). De aqui que

o kZ 0l Aazrteslyte)T8 (4 pyon (F=7)%
s|<k+p—
/ (C _ t)m-i—l-‘rp dC

1)

Por consiguiente, tanto en I'y como en I'; se tiene la estimacién buscada. Por ultimo

se examinara (2.33) en I';. Observe a continuacién que se escribe A(t,7) ~ B(t,7)
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

para indicar que |A(t, 7)| < ¢|B(t,7)].

RO(Ta C)dC RO(t7 C)dg
)~ [

I's I's

lllQ(tC) T —t)(t =)k
= </<<( >m+1d<>( SR

0<|l|<k—m

[ R, —p1y)(t, € Tt (T — 1)
_ Z (Z m+p). (m+1)( )/(C(—t)n)1<+1+p)d<>( )l!( ) '

p
0<|l|<k—m\ p=1 I's

Usando la identidad

m+1
1

T—1 1
=~ & T =1y =0

p=1
en el primer sumando resulta
m+1

I(t,7) ~ (T —1) Z/ _Tii;f)c t)ildC—i-

’Lll

Ror,0) = Ralt0) ~ %O( -
o = o

s

l1 _ +\u T —1 lo
-3 (Z(m—i—p)...(m—i—l)(ll)/ féll_pt’;jii’fgdg) (r=¢) “( D (234

p
0<|l|<k—m\ p=1 Ts

Aplicando ahora el Lema 2.1.6-(a) al segundo sumando de (2.34) resulta que el
mismo es modularmente menor o igual que c|t — 7|¥+*=™ por lo que bastara conti-
nuar el analisis con el primer y tercer términos restantes. Abusando de la notacién,
se hace el cambio de variable I; = [; + 1 en el tercero (observe que esto es posible

pues |I| > 0). Entonces,

Ry(
](tT T_t Z/ _TmiZTuC)C_t)th_

! L+ 1\ [ Rusi—puy (£,€) 7 — (T )l
- Z (Zm+19>---(m+1)< )/ ((g_t)m)+1+p d<>( (l1)+1§!l2! ) '

ll|<k—(m+1)\p=1 p

s
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Separando la suma que corre en p en otras dos, una para p = 1y otra que corre a

partir de p = 2 resulta

1= 1F
—\7 — h+1 R(ll l2 t C) ( - t)ll (m)b B
(r—1) WZ(;M( ( ) ( C — s d@) ESVIN
1+1 -
1 h+1 (h+1-p) (£, C) (1 — )t (T —1)k
l_<kz—<;n+1)<pz=;(m ) ( )/ —tymriEr dC) (I + 1)o! )

Usando la identidad

1 — T—t 1
<<_7->m n Z _Tm n+1— T(C_t)n+7‘+ (C_t)m

r=1

en el primer sumando anterior y el Lema 2.1.6-(b) en el segundo, se puede agrupar

todo como sigue

m+1m+2—iq R 7 C)
0

I(t,7) ~ (1 1) Z Z / — T )mAd—ii- ZQ(C_t)i1+i2dC+

11=1 1i2=1

Iy A
+(T_t)2/ 1| <k—(m+1) dc —

11:1F (C - t)m+2
li+1 L
1 L+ 1\ [ Ruyr1-pin)(t,C) (1 — )t —1)k
l_<;m><pzz ) 1)( p )/ (¢ — tymti+e d<> TEN T

I's

En esta expresién resultante se aplica otra vez el Lema 2.1.6-(a) al segundo sumando,
quedando que el mismo es modularmente menor o igual que c|t —7|***~™, por lo que
bastara continuar el analisis con el primer y tercer términos restantes. Realizando de
nuevo el cambio de variable I; = [, + 1 en el tercer término y repitiendo el proceso

mostrado anteriormente hasta la iteracion n—ésima, se obtiene finalmente que
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

m-+1 m+n—i1—...—in_1

n Ro(7, ¢
I(t,7) ~ (T —1) Z cee Z / —7) m+n+1—i10—(...—i3<<‘ — t)irtetin d¢ —

i1=1 in=1

li+n L
_ 1 (m +p) c. (m + 1) R(l1+n_p7l2)(t7 C)d (7— _ t)l1+n(7_ — t)l2
lsg(;wn) (;)—Zn p! F/ (¢ —t)ymtitr C) Il )

o0 mas simplificado,

m-+1 m4n—i1—...—ip—1

n Ry(7, ¢
I(t,7) ~ (T —1) Z e Z / —7) m+n+1—i10—(-..—in)(c — t)irttin d¢ —

i1=1 in=1

‘“‘””((“”) U [ )

Al aplicar el Lema 2.1.6-(b) en el segundo sumando y agrupar con el primero se

obtiene
m+1 m4+n—i1—...—in—1
n R0<T7 C)
Itr)~ (T ="y e Y { / (s e ra a4
i1=1 in=1 £y
R t
_ 0l2 ( C) d<-
(¢ — )k 1
s
Esto indica, en virtud del Lema 2.1.6-(c), que |I(¢,7)| < c|r — t|F=mFe. O

Teorema 2.1.2 (Teorema de Plemelj-Privalov para la clase de Lipschitz de ex-
ponente arbitrario). Sea f € Lip(k + «,T") y Sy, el operador singular generalizado
definido anteriormente. Entonces se cumple que S;f € Lip(k + «,T"). Es decir, el
operador integral singular generalizado conserva invariante la clase de Lipschitz de

orden superior.

Demostracion. Dendtese por fla funcion dada por Si. f y definanse

S0P

S, (2)E=0)

£U) _ 4 p!
A j J?(j+l)(7) W=\ |;
Rilfl(t.r) = [0~ Y St T )i <k (238)

[H<k—lj]
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

La acotacién de las funciones fU) se realizara en la seccién siguiente, por lo que la
demostracién se limitara a verificar que los restos en (2.36) satisfacen la acotacién

correspondiente. Se probara, por induccion en k, que
R[f1(t,m)] < Mt — 7|V v || < k. (2.37)

Parak =1y f € Lip(l + «,T") esto se cumple en virtud del Teorema 2.1.1 (paso
inicial). Suponga que se cumple hastay =k — 1 + a que si f € Lip(v,T"), entonces
los R; definidos por (2.36) cumplen (2.37). Sea ahora f € Lip(y,I'), con vy = k + a.

Para organizar la demostracion, se seguirdn los siguientes pasos:

~

(A) Probar que |R;[f](t, )| < c|t — 7|7, |j] = 0.

o~

(B) Probar que | Ry, o)[)(t.7)] < clt — 7P, jy > 1.

Note que si se cumplen (A) y (B), se podra facilmente estimar |Rj[f] (t,7)| para un
j arbitrario, 0 < |j| < k con j» > 1. En efecto, una mirada mas cercana de (2.35)
y (2.36) revela que 02 — fO0) asi como Ry lflt,7) = Ry olfOP)(t,7),
que combinadas conducen a la relacién R(jl,ﬁ)[ﬂ(t, 7) = R, 0) [@](tﬂ'). Luego,
como f(©32) € Lip(k — j, + ,T') con j, > 1, la hipétesis de la induccién conduce a

la estimacién deseada. Esto es

~ —

R L1t 7)] = [ R o [fO@](E,7)| < et — [l

Prueba de (A). Observando que (t — 7+ 7 — ()P = 1]?:0 (?) (F—7)(r=C)P i, se

~

podré rescribir f(t) como

_ fOp) L 0.p)
—~ 1 ZI;:() (g) (7' — é‘)pf p!(C) d¢ — Z’;Zl (11’) (7. — C)p—l / p!(C) d¢
f(t)zﬁ/l“ ¢—t + i /r ¢—t
_ (0,p) 0.8)
SRR SN e Y s
+ / p L4 / i
o ¢t - oS (=t
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

O bien, f(t) = Jo(t,7) + Ji(t,7) + ... + Ju(t, 7), donde

m—— S
e TS
pr— . = 0
Jn<t7 7—) 7Ti /1; C . t ) n )
Teniendo en mente ademas que
S o)

se ira agrupando a continuacién convenientemente.

Primero se halla

wen 70 = 5 [ (- 2 (2 () o)

Asi

i) = t;iT/F(«—t)l@—ﬂ‘<<—17>2)<i(§)(7—‘0p%)“

Sro ()E =)

Fon(Q)
(-7 p!
- /p (D

1~
Asi sucesivamente, si JE T (t,7) = JE(t, 7) — Ef(’“o)(r)(t — 7)*, se tiene

()
@O

(€ =)(C—7)*

>
TE(t, 1) = (t- T,)k“ / dc. (2.39)
I
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

o~

En segundo lugar se halla J!(t,7) := Jy(t,7) — fO)(r)(T=7)

) T/p (Cit B gi7> (g <]19>(T—_g)p—1%>dc
_ (== sk, ) E=ord (°’;j<<>

(€= —7)

dc.

i
Luego, se define J2(t, 1) := Ji(t,7) — fOD(7)(t — 7)(=7) y resulta
E—— (e

2T = Zk:1 (p) (T - C)
N )
FitT) = ﬁ Cnec_

Asi sucesivamente, si J¥(t, 7) := J¥(t,7) — — f®D(7)(t — 7)F(T=7), quedara

L FOP(Q)

Zﬁ:l (11)) (m)p_ |
P qc.  (2.40)

(€=t —7)*

j?(t,T) _ (t_T)k(m)/

1

~, o~ 1 - _—
Continuando este proceso hasta Ji (¢, 7) := Ji(t,7) — Ef(ov’“) (7)(t —7)*, se obtiene

(0,k) (0,k)
I e R T )

mJr (—T
_ @=nE=F [ SO/
- O e @40

Finalmente, las expresiones (2.39)-(2.41) resultantes permiten reescribir (2.38) como

R k
Rolf](t,7) = 3 JEF1=m(¢ 7), donde

m=0

ey gpnd 00
gy S () (7O

j?:frl*m(t, T) = (t ) —~ (t ) /F (g — t) (C — T)k_H_mp! d(

r—C 12M

N e S i / ZQSXk:_m(T —¢) N

mlmi (C—1t)(C —7)ktl—m

dc. (2.42)

De aqui que sea suficiente estimar \%*1"”(16, 7)| para cada m = 0,k y comprobar
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

que esta acotado por c|t — 7|***. Observe que si se aplica este mismo procedimiento

o~

a la funcion F := f(n.0) resulta que

; s (rooelltO
. -n _ k—n+l-m/Fr _ —\m <k —m l |
Rty =3 LT —— =7 /F 12’“( = C_T)k_nﬂz_m d¢.(2.43)

Despejando el desarrollo (1.10) para j = (0,m) en la expresion (2.42) se arriba a

B ) (fcomre (AL
k ~ [!
—~ (t _ )k-i-l—m(t — )m \l|lg1k Om
Ro(t,7)= Z - mlmi - /F - (C —t)(C — 7)k+1-m—l d¢ —

(=TI Romlf)()
2 /F<< .

m!mi —t)(¢ — 7)kt1I—m
El segundo sumando en la expresion resultante sera modularmente menor o igual

que c|T — t|*** en virtud del Lema 2.1.5, por lo tanto todo se reduce a estimar
(L l2+m)
k ¥ gt
t — 7\ktl=m T ym U<k—m :
J(t,7) = Z (t=7) (t=7) / Sia d¢.
r

mlmi (¢ —t)(¢ — 7)kH1-m—lu

Desarrollando esta suma en el indice m primeramente, cada término resultante sera

a su vez una suma en || que se puede desglosar fijando /;.

De este modo se podran agrupar todos los sumandos en la matriz diagonal

a(0,1) el e c a0,k—1) @(0,k)
a(l,l) e e . a(l,k*l) 0
A= Q(2,1) cee e Q(2)k-2) 0 0
a(k_u) 0 ce .. ce 0

kxk
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

donde

(~1) (7 = e L

dc.

A(m.n) =

(t _ T)k+1fm(m)m / |l<1;nm

m!mi (€ —t)(¢ — 7)kt1-m=h

Observe que para m = k, la suma en cuestion es igual a cero.

Seguidamente se procede a sumar convenientemente por columnas, de lo cual queda

—— . flnlatm)
(T Q)R ge

B (_1)n+1 k—n (t i T)k-}-l—m(ﬁ)m la<h—m—n l2!
J,7) —; n! ;} mii /F (C—1)(¢ — 7)b+i=m=n

k
Nétese entonces que se puede reescribir J(t,7) = > (—1)”“%4’1@, 7), donde

n=1

-_C 12 (n,l24+m) N
J/ t, _ kzn k+1 " n(m>m/l2<kzmn(7_ C) ( )/ . d¢
™) = 2 miri (C = )(C — r)k+i-m=n '

= r

[e=]

—

Luego, como se ve claramente de (2.43), J/,(t,7) = Ro[f™](¢, 7). Por tanto, de
la hipdtesis de induccién se desprende que (™0 € Lip(k — n + «,T') para cada
n = 1,k,ydeaqui |J/(t,7)| < c|[r —t|*"+> paracadan = 1,...,k. Consecuente-

mente, |J(t, 7)| < c|r — t|/*** como se queria probar.

Por ultimo se prueba (B).
Primeramente, es valido observar que en este caso no se puede proceder como en el
precedente ya que aqui U0 s [f(i1.0)]. Por tanto, se comienza por simplificar f01:®)

para luego hallar una férmula de R;, o [f] y proceder con su acotacién directamente.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

B SR ey iCRITIA

gy _ A [
furot) = i (C — )it d¢
I
@ -
s - 5 - 00 =0 - muteo
Y =
- %/ (SO «
T
@ -
s L one=or
AN il [ Rt
- % =i -2 [ Gz )
I I

Denotando el primer sumando’' anterior por .Jy y haciendo L; := 1, — 1y Ly := I, se

simplifica
A (S P P2
gl [ <k m(t — Ot -0 )
Jo = H/ o .

Separando la suma en || en otras dos, una para [; = 0y otra para /; > 1 resulta

M<Q)l2 + Z [f(LO)](l)(C) (t - C)ll (g)lz
. lo<k—1 5! l1<k—1 (11 + 1)![2!
b .
o - i (C — t)jl :
I

Como ji! = ji(ji — 1! = (j1 — 1)(j1 — D!+ (1 — 1)!, se puede escribir

m —_ e
Jo = (j1 —1)! 1233_1 N (t—¢) d
S / (¢ —t)n ¢+
T
(1,0)1(0,l2)
- z-[fl—!(o(t—ob
+(j1 1>/ lp<k—1 2 o
™ (¢ —t)n
T
FENC) v v
h— 1)! . |l\§k71m(t — Ot =)
+(]1 _ )/ >1 | dC
" (C—t)n
T

'El segundo sumando ser4 retomado al final.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

——— (j1—1,0)
El primer sumando resultante es exactamente igual a [f(1.9)] (t)y a él se volvera
al final. Dendtese a los dos restantes por J). Entonces, usando el desarrollo (1.10)

en el primero y agrupando con el segundo se tiene que

(1,01 -
5 e or =
,_ G =Dt N ' -
=t =0 a
r
(G =D =D [ Rao(t, C)d
B
donde ¢ (1) = 0 ﬁl)' - jllj 1. Denotando por J; el primer sumando anterior?
1 ) 1-
resulta
Lf10() (T
o =1 ug—;q(h Y bl oy d
r
[fEO)OR(Q) .
Gl O
r
(2,010 _
Sat+ ) e graor
(jr — DI " '
T (= “
T

Aplicando nuevamente (1.10) a la primera sumatoria y agrupando con la segunda se

tiene que
(2,0)1(0) _
5 e or o
G R '
r
ci(ly+ D=0 = D! [ Reolf](E Q)
Y &

2El segundo sumando sera retomado al final.
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

c1(ly + 1)]i,=o

donde cx(ly) = T —c(l; +1).
1-
Repitiendo este procedimiento y definiendo ¢_;(1) := —j1, ¢o(1) := 1—7; y en general
14041 — 1)
I S JY
Y ES
o1 (4 1) (1
en(l) = & 1(lz+' luzo 412 llf ) e 1) 2,
1 1
en el paso j; —ésimo se obtendra
(41,0)1(0)
> T e gnaoe
(]1 o 1)' \lléfzféa'f*l) 2
Jj—o = / = d¢
mi (¢ —1)?
r
+Cj1—2<1)(j1 - 1)! / R(jl_LO)(t’C)dC.
mi (€ —1)?

Del Corolario 2.1.1 sigue que ¢;,_1(1) = 0, por tanto la primera suma anterior sera
un polinomio en ¢. Luego, retomando los términos que fueron obtenidos a lo largo del

procedimiento se escribira finalmente

. Jji—2
}‘\(jho) _ w(al—l,O) . (j1 _ 1)!2 Cn<1)/ R<n+1,o>[f](t,C) d¢ + Pj1—1[f], (2.44)

i ) (C— D

n=- r
donde

(71,0)1(s) -
. z(: | le—l(sl) [f 52]' (C) (t o g)s1 (t _ C)S2
=D ‘
Pyl =L | — @
r
De aqui claramente
. ——— (j1+l1—Ll2) ih 2 (1 R, OL)(t,

U010 1) = [739] O+ Gl =13 ) [

Py, -1 [ O] (1)
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

Llegado a este punto, se esta en condiciones de escribir una formula para el resto

asociado. Esto es

[f/(L\O)](jl‘Hl—LZQ)(T)

R (m:t) = [F0O)019(r) = 37 I (=t (=) +
[l <k—j1 '
. (0,2)
palrlin) - >0 Pl gy
|l <k—j1 '

' 222 60(1) [ Rasrolfl(t,0)
U C7r(i) / (C(—thl)(a)'iﬂ—(nﬂ) dc -
r

n=-—1

j1+l1—20 L0 (0,12) Y (F )k
C 3 Gty 8 [ Rnolf 60, (o =D

l|<k—j n——1 M () !
SR—J1 =

La diferencia dada por los dos primeros términos anteriores es precisamente el resto
R —1,0) [f/(l’\O)KT, t), por tanto, como f € Lip(k — 14 a,T), del paso de induccién
sigue que |R(j,—1,0) [@](7, t)| < e|r — t|F71te, es decir, la diferencia en cuestion
satisface esta misma estimacion. Por su parte, la diferencia dada por los términos
tercero y cuarto, coincide con el resto R(;, 1) (Pj,—1[f]) (7, t), que por ser P;, _;[f] un
polinomio, sera de cualquier clase de Lipschitz, por lo cual satisfara la cota deseada,
es decir, | R(j,_1,0)[Pj,—1[f]](7, )| < ¢|r — t|*~71T*. Bastara entonces encontrar dicha
cota para la diferencia dada por los términos quinto y sexto, la cual se denotara por
T;, (t, 7). Para ello se verificara que 7}, (t,7) = G}, (t,7), donde G}, esta definido en
el Lema 2.1.7. De aqui se desprenderd, en virtud de la asercién de dicho lema, que

|T;,(t,7)| < c|r — t|*=1+> y con ello terminara la demostracion.

Escribiendo
S 10 Rio)lf(t
— 1) i-1( _
T (t,7) = (= 1) (C_t)31+1 5 C
=0 T
Jit+li—1 0,l5) h(=—7\l
, ciii(1) [ Ruo[fO?](t,¢) (r =) (r —1)=
= > it =n Y — / (€ = i ¢ 0
1| <k—j1 i=0 T
Jji—1
se observa que el primer término es exactamente ) GZ , por lo que bastara probar
=0
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

que la expresién entre llaves coincide con

1 1
S o0 Grtp =) (51 =1\ (L [ Basti—pi(t,€)
St -5 (S ) (1) st

=0 p=0

Cada sumando se ubica ahora en la siguiente matriz rectangular j; x (I; + 1)

@(0,0) e anh—Gi-1) - Aonh-1)  A0,)
a(Lo) c. c. c. c. a(ul)
A= : : : : : : (2.45)
Q(j1-2,0)
AGi-1,0) A3Gi-1,1) EE EE E A1 —1,01)

donde

—(itp—9) (i1 =1\ (h Ry, —pin)(t,C)
Aip) = ————— ) , —d(.
P i i P (C — t)31+1+p @

Comenzando por la esquina superior derecha con el elemento ay,) de (2.45) se ob-
tiene el primer sumando. Luego se agrupa la “diagonal” que abarca las posiciones
(1,l4) y (0,1; — 1) y se forma el segundo sumando. Asi se continta este razona-
miento hasta agrupar la diagonal que va desde a(;, —1,,) hasta a,—(;,-1)), con la
cual se obtiene el sumando j;—ésimo. Andlogamente se repite este procedimiento
pero ahora comenzando por la esquina inferior izquierda, luego se agrupa la “diago-
nal” que abarca las posiciones a(;,—1,1) Y a¢j,—2,0) Y asi sucesivamente hasta obtener

el [;—ésimo sumando. Quedara entonces

J1—

Z gl —

=0

n Ji—1 b 1+l1—Z' R(zl2)<t<dC
0 l, —i ¢ — t)i+hti-i

r

l1—1 . . .
. =1\ [k =1 l (i +1)! R(j1+11—1—i,12)<t7 ()d¢
LT [(g—l)(z) e (jl—l—z') <0)} i / C—H
I

—_

NCSIHE

1=

1=
Si se usa la identidad (mfn) = (n) en la primera expresion entre corchetes se tendra
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2.1 Operador integral singular complejo de orden superior

que

I (-
EE0-07),

donde la ultima igualdad se cumple en virtud de la Férmula de Vandermonde. De

este modo dicho sumando se reescribe por

Jji—1 . .
. i+l —i Ry (t, €)dC
EO —(h - D / DS (2.46)

Andlogamente, se aplica esta identidad a la segunda expresion entre corchetes y

resulta

lli (i +h =D +1) / Rijii,-1-110) (L, €)dC

— (1 +h —1—3)lri (¢ —t)i+2 7
=0 4

que luego del cambio de variable » = j; + 1, — 1 — 7 es equivalente a

i1+l —1
J1+Zl (]1 + 1 — 1) (]1 + 1 — 7“) R(NQ)(t, C)dc (2.47)
- T‘7Tl (C — t)jl'f‘ll"rl—’/" :
=1 r
Combinando (2.46) y (2.47) resulta finalmente que
1—1 j1+11—1
jZ:G(l) B +Z i+l =D+ 4 =) erz)thC
. ¢ o 7“'7'(1 — t jitlhi+1-—r
=0 r=0 T
Ji+ii—1
. ci1(1) [ Rao [fOR](¢,¢)
— o | )
= (hi+4L-1)! Zo i / (C — t)irthti=i dg.
= r
OJ
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2.2 Estimacién de la norma del operador

2.2 Estimacion de la norma del operador

Lema 2.2.1. Sea f € Lip(k +a,T) y {f¥, 0 < |j| < k} la coleccién de funciones

asociadas a f). Entonces, para cada (5*) € {(j) : 0 < |j| < k} se cumple que

I fllcip = (2.48)

Demostracion. Se parte de que

= min {M:|(f9)0) < M, [RIF9)(tQ)] < Mt — ([Tt

o<|l|<k—|7*|

_ (G*+1) < < k=i ta )
min (MO S M Rl ]GO € M ey

If°

Como este ultimo conjunto estéa contenido en

{M = |fO1 < M, [R;[f](8, Q1 < Mt = (P 0 <[] < kY,

su infimo sera mayor o igual que el de este dltimo. Es decir, || f|zip < I|f97

Consecuentemente, bastara comprobar la desigualdad inversa. Para ello observe

que [|fllzo = | Sup {Hf” oo, 1fV[la}, donde || /9]l = Sup!f” Oy 1fPNla =

0<l|jl<k
|R;[£](t.0)]
sup W es una forma equivalente para expresar la norma. Como

t#¢
t.er

sup {|IfV o} = sup  [FUO()] < sup (1)) = Sup {Hf I}

0<|j*+1|<k 0<|5*+1|<k 0<|j|<k 0<|j|<
tel tel’
y
- RO _
(G*+1) _ | +) ()
su = su
OSIJ*JPI\Sk{Hf I} osu*ggk |t — [kl Hia = |j|<k{”f I}
t#¢er
se concluye que || 97|, < s F Moo 1FMad = 11 fll cip- O
0<]jI<

Teorema 2.2.1. E/ operador singular Sy.f : Lip(k+«,T') — Lip(k+«, ") es acotado.

Es decir, existe ¢ > 0 tal que || Sk f || cip < || fl| cip-
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2.2 Estimacién de la norma del operador

Demostracion. Se probara primero que \f(t)\ < ¢||fl|zip para cada t € I'. Para ello

se usa (1.10) y se escribe

On _ M\n
) 2Ot = O (t =) + Ro(t,0)
@) fod¢ 1
T oA /F it F/F (1 .

Usando que |f9 ()] < || fllzip ¥ 1R [F1E O < N1 fllciplC — t|FFob1 por definicion asi

como el hecho de que fr % = i para toda curva cerrada y suave I, resulta que

sl [ 225+ e 3 [1r00le- g e [ Elag

o< i<k
11 >1

ol fllip, (2.49)

S f (1))

IN

IN

donde c es una constante que solo depende del didmetro de la curva. A continuacién
se probara que \f(j)(t)] < ¢||f|zip para cada 0 < |j] < k. Como se observé ante-
riormente, F(042) = ﬁ’ﬂ\?) Luego, de lo que ya se ha probado sigue que |ﬁ7i\2‘)(t)| <
¢|| £©32)|| ;. De aqui y de (2.48) se concluye que |f®%2)(t)| < ¢||f||zip. Entonces

sera suficiente verificar | f1)| < c|lfllzip para los indices (j1,0) con 1 < j; < k.

Segun la férmula para fU9), bastara probar que cada uno de los tres sumandos en
(2.44) es menor o igual que c|| f|| zi,, donde ¢ solo dependa del diametro de la curva.
Se comienza con el segundo, para el cual se divide el andlisis en I';, I'; y I's. En

virtud del Lema 2.1.1-(b)

v410 |
‘/ _+t j1+1 n+1 dC‘ “f”ﬁlp/ |<— t|1 P HfHDLp
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2.2 Estimacién de la norma del operador

Por otro lado, usando (1.10) y el Lema 2.1.3,

(n+1,0) (£, )
‘ / j1+1 (n+1) dC‘ <
R(n+1+l1,lz)(7—7 g)/l'<t - T)ll (t - T)l2
Riny1,0)(t,7) m<k (n+1) dg‘
’ (¢ — t)nti=(nt1) ‘ (¢ — t)nti=(nt1)

s

. _ lE=(n+1)—|l|4+o
k—jita ~ [ Izl =l
< |t — Tt 4 Z et — 7] ¢ e .

| <k—(n+1) £,

Comoenlyes|(—t|>ry|(— 7| <rsetiene que

[ fllzipl ™ — ¢t It — |kt D-lil+e

t
1 < e ey [ 1061 < el e
1)

I

Por ultimo,

(n+1,0) (£, ¢) [ flleimpl¢ —t*
‘/ _t Ji+1— (n—‘rl)dc‘ ‘C _ﬂl—a ‘dq

I's

=t _Jo—
=t ==

. Por tanto, en cualquier caso

Si|¢—t| < |¢—T|, entonces

€=t _ ¢t
C= = = je— e

R, t k—j1 — t|k—a
‘/ _(:;IOH gil)dC < CHfHLip{ ||<C ‘|1 | C|+ E. ‘|1 —| C|}

k—7j1 k—j1
c||f||up{ . T:1a|d<|+ 'é I slact}.
\r

.Y si|(—t| > |(—7], entonces

IN

Iy

De aqui bastara probar que una de las integrales entre llaves esta acotada (la otra se

tiene por simetria).

Como |[( —t| >rpara¢ € I'\T'y,setendraque [ — 7| < |[( —t|+ |t — 7| < 3|C
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2.2 Estimacién de la norma del operador

por tanto
¢ — 7" ¢ -t [
— ¢l < | Z— =l = |dC]
¢ —ti=e ¢ —t'=e ¢ =t~
MN\Iry '\I' IRV
k‘+1 ]1 / ’ <|
[¢ == =
\I'

donde c solo depende de I'. Note que en la ultima desigualdad se usa el Lema

2.1.1-(c). Esto conduce finalmente a que

261 [ R t
G- 3 A [ R lIG S ] < el e 2.50)
n=-—1 T

La estimacién del tercer sumando se obtiene directamente del Lema 2.1.1-(a) (n6tese

su uso también en el analisis previo),

(71,0)1(s) .
S el - gn =g

(jl - 1)' ‘5‘921—521—1)
' i / (¢ —t)? d¢| < CHfHLz'p- (2.51)
T

Resta probar que |[f1:9]0=10| < ¢|| f|l cip-

La prueba se hara por induccién en k. Si k = 1, entonces la condicién 1 < j; < k se

reduce al unico caso en que j; = 1y de (2.49) se cumple que

[fOONI1O) = | FRO] < e fODl i = €l fllcip-

Asuma ahora que esto es cierto hasta N = k. O sea, que si f € Lip(N + «,T),
entonces |[f 10]11 YOI < el fllcip, V1 < ji < N.Seaahora N =k+1y f €
Lip(N+a,T). Sisedenota FF = f:0 entonces claramente F' € Lip(k+«,T'). Luego,
si j = 1 se infiere de (2.48) y (2.49) que |FU1=10| = |F| < ¢|| f19 i < || cips

por lo que sera suficiente asumir que 2 < j; < k+ 1.
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2.2 Estimacién de la norma del operador

Si se define J; = j; — 1, setendra que 1 < J; < ky segun (2.44) sera valida formula

. — (A-10) L2 (1) [ RusrolFI(t,
PO = (FOOI0 4 (=1 3 5 =y (g(_*;‘?fﬂ]_((nff) ac +

Py, _[F](t), V1< Jy <k

Usando ahora la hip6tesis de induccién, |[F/<?0)](J1‘17°)| < ¢||F||zip para cada 1 <
Ji < k, y por (2.48) sigue que \[F{(L\O)](Jl‘lﬁo)] < ¢||f|lzip- Por otro lado, en virtud
de las acotaciones (2.50) y (2.51) halladas anteriormente, se obtiene la misma cota
para el segundo y tercer sumando en la expresion anterior. De aqui resulta que
PO < ol fllcipr o sea, [[FO]0 0] < il |y para cada 2 < jy < k41

como se queria probar. O

Conclusiones del capitulo

El principal aporte de este capitulo fue el establecimiento de un Teorema de Plemelj-
Privalov (Teorema 2.1.2) para la clase de Lipschitz de exponente arbitrario bajo la
accion del operador integral singular generalizado definido en el Capitulo 1. Para
concebir el mismo fue necesario demostrar una serie de resultados previos (Lemas
2.1.3,2.1.4,2.1.5,2.1.6,2.1.7, Proposicion 2.1.1 y Corolario 2.1.1) que contribuyeron
a simplificar la prueba del resultado principal. Como herramienta predominante en la
mayoria de las pruebas desarrolladas se destaca el uso de estimaciones que utilizan
delicadamente la geometria de la curva, las propiedades de las funciones de la clase
de Lipschitz de orden superior, asi como de la induccién completa. Ademas, conexio-
nes con la Teoria Combinatoria emergieron inesperadamente al usar la Férmula de

Vandermonde.
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3. TEOREMA DE PLEMELJ-PRIVALOV
MULTIDIMENSIONAL
GENERALIZADO



CAPITULO 3

Teorema de Plemelj-Privalov

multidimensional generalizado

Como se mencionaba en la Introduccion, el Teorema de Plemelj-Privalov también ha
sido abordado en el Andlisis de Clifford para funciones de la clase de Hoélder (usual y
generalizada) y un operador singular asociado a la teoria de funciones monogénicas.
Afortunadamente, en el contexto mas general que se analiza existe una Féormula de
Cauchy de orden superior que permite representar a una funcién (k + 1)-monogénica
en el dominio acotado de R™ a través de sus valores y los de sus derivadas en la
frontera. En virtud de la misma, en este capitulo se define un operador singular que
generaliza al operador singular usual con nucleo de Cauchy de la teoria de funciones
monogénicas y se demuestra la validez del Teorema de Plemelj-Privalov cuando se

considera la clase de funciones de Lipschitz de exponente arbitrario.

3.1 Latransformada de Cauchy y el operador singular

Para subconjuntos 2 C R™ acotados y funciones de clase C**1(Q U T), la Férmula

de Borel-Pompeiu [22] de orden superior esta dada por

k
f@ =Y [ Ely- o f@dy+ [(-)" Euly - 2)25 Fo)dy. 2 € 2

s=0 T Q
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

donde los F satisfacen la regla recursiva 0, Fs.1(z) = Es(x) para z # 0, lo cual es
consistente con las definiciones de Ej y F; introducidas en el Capitulo 1. De hecho,
esta férmula sigue siendo valida bajo la condicion mas general de que f sea de clase

CHQUT)NCHL(Q)y / 105+ f(y)|ldy < +oc.
Q

Claramente, si f es monogénica de orden k + 1, resulta la siguiente férmula de re-

presentacion de tipo Cauchy

s=0

fla) =Y [ (Bl - Doy fay, z < 9

En contraste con la formula de representacidn usual, en este caso se precisa conocer
los valores de la funcidén y sus derivadas parciales en la frontera I'. Auxiliandose en
este punto del Teorema de Whitney (aplicado componente a componente), se puede
establecer la siguiente definicion de transformada de Cauchy polimonogénica para
una funcién f € Lip(k + «, ") (note que en este caso si esta bien definida la idea de

derivada de la funcion sobre el cerrado I')

k
@) =3 [V By - 2w iy
s=0 T
donde f denota la extension de Whitney (con valores en R, ,,,) de f.
Como el nucleo Ey es fuertemente singular y f]p es de Hoélder, de las Formulas de

Plemelj-Sojotski se tiene que la funcién /(—1)8E0(g - g)n(g)f(g)dg experimenta un

I
salto a través de la frontera. Por otro lado, los ndcleos E son débilmente singu-

lares para s > 0, por lo que las funciones /(—I)SES(Q —z)n(y)0,f(y)dy, s > 0,

r
se comportan como funciones continuas a travées la frontera. De aqui que tam-
bién se cumplan las Formulas de Plemelj-Sojotski para la transformada C,. Con

estas férmulas en mente, puede darse una definicién para el operador singular como
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Sef(z) = Cf f(x) + C, f(z). Detalladamente,

8uf(2) =23 [ (-1 By - 20w )y z € T

Finalmente, obsérvese que tanto la definicion de transformada de Cauchy como la
de operador singular se encuentran en correspondencia con las introducidas en el

Capitulo 1 para funciones de Hélder yaque Co =Cy Sy = S.

3.1.1 Invariancia de la clase de Lipschitz de primer orden

El principal objetivo de esta seccién es probar la invariancia de la clase de Lipschitz
de exponente arbitrario para el caso més sencillo de considerar f € Lip(1+a, ') [29].
Primeramente, se hace observar que a través de la norma en R, ,,,, las condiciones

(1.1) y (1.2) toman la forma

, G+
Rj(Lg)Zf(])@)— Z fl—!@)(z—g)l, z,y € E (3.1)

<y
IfP @) < M, | Ry(e,p)ll < Mz =y 7V, 2y € B il <k (32)

donde las funciones f) y R;(z,y) toman ahora valores en Rg_,.

Analogamente, Lip(k + «, E) es un espacio de Banach sobre R con la norma

T — {supnf(j)@)n,su 18z )l } 3.3

o<ljl<k | zeE syer |z — y|Frell
zAY -

El siguiente resultado auxiliar establece que toda funcién de Lipschitz de primer or-
den en el espacio euclideo multidimensional sigue siendo de esta clase en cualquier

subconjunto compacto suyo.

Lema 3.1.1. Sea F' € Lip(1 + a,R™) y E C R™ compacto. Entonces f = F|g
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

pertenece a Lip(1 + «, E) y satisface

1flh+ar < sup {ml|0V Fllagn,sup | f(z)]}.
0<jI<1 z€E

Demostracion. Que f € Lip(1 + o, E) es evidente si se toma f/ = Fi|g = 9V F| .

Ademas, para |j| = 1,

Sugllfj(z)ll < sup [F(z)|| < [0V F lazm
xe

reR™

|R;(z,y)|  [|0YF(z) — 0D F(y)| :
J _a — o — < ||8(J)F”a7Rm
lz -y lz -y

Por otro lado, si |j| = 0,

Ri(z,y) = F(z) — F(y) — Y 0VF(y)(z—y)"

li|=1

Aplicando el TVM a la funcion diferenciable F' (por ser de Lipschitz en todo el espacio)

se tiene que

donde y* es un punto en el segmento que une z con y. Consecuentemente

z_gllJra.

1R; (2 y)ll < Y NO'F(y) — ' Fy)lllz -yl < msup 10" F o e

ll|=1
Teniendo en cuenta ahora (3.3) se deduce la estimacion deseada. O

Antes de dar paso al resultado fundamental de esta seccion, es necesario presentar

el hecho siguiente.

Lema 3.1.2. Sea G una funcion real con derivadas parciales continuas en 2 C R™.
Entonces

0..G = ~3[(0:C)e: + (0.0)]
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Demostracion. Se tiene que

(0,G)e; = Zeja%G Zejea G = Ze]eﬁmJG—i—Zeﬁeza G

J#
= —aij + Z 6j€ianG.
J#i
De forma anéloga resulta que ¢;(9,G) = —0,,G + > ee;0,,G. Luego, sumando

j#i
ambas igualdades se tendra

—2(9sz + i ejez&sz + i eiej&ch

J# J#i
= —20,,G+ ) (eje; + eie;) Dy, G.
J#i
Claramente, como eje; = —e;e;, la suma que figura en el miembro derecho de la
igualdad anterior se anula y resulta la validez de la formula en cuestion. O

Una vez establecidos los resultados auxiliares, se esta en condiciones de demostrar
la inclusion fundamental que garantizara la invariancia de la clase de Lipschitz de

primer orden.

Teorema 3.1.1.

Ci(Lip(1+a, 1)) C Lip(1+a,TUQ).

Demostracion. Sea f € Lip(1 + a,I') y f su extensién de Whitney. Por W se de-
notara la descomposicion de Whitney de €2 por cubos diadicos ). El Teorema 1.1.1

garantiza que f € C2(2) N CH(QUT).

Ademas, del inciso (iii) se concluye que

QGW QEW

<e Y QIR =) QM

Qew Qew

/H@; )ldy = Z/\|82 de<cZ/dlSt dy
0
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Como fue probado en [9, Lema 2.2] en un contexto geométrico mas general, la Gltima
suma esta acotada por ca~ ' m(T"), donde ¢ solo depende de m y I'. Luego, como se
hizo notar anteriormente, sera valido también usar la férmula de Borel-Pompeiu. De

aqui que se pueda reescribir C; f como

Ci f(z) = f(z) — /El(g —2)0; f(y)dy, z € Q. (3.4)

Q
Se quiere probar entonces que el miembro derecho de (3.4) puede extenderse a todo
R™ como una funcién de clase C'. Claramente f € C'(R™) por Teorema 1.1.1. Por
otra lado, como {El(g—g)\ < cly - z|>~™, es permisible la diferenciacién bajo el

signo integral. Usando el hecho de que £, es real y el Lemma 3.1.2 resulta

8%/E1( — D)2y dy_/a iy — )02 f(y)dy

Q

/ (0uEr(y — w)es + 0, Bu(y — 2)) 82 f(y)dy

l\DI»—t

[\Dlr—t

Q
[/EO —2)3eif (y )dy+el/E0( —~ 2)92f(y)dy .
Q Q
Por tanto basta comprobar que ambos sumandos en el miembro derecho de la ante-
rior igualdad se comportan como una funcién continua en R™. Evidentemente, sera

suficiente probar que esto se cumple para el segundo sumando

F(z) = /Eo(g—i)aif(g)dg

Q

Aplicando la Férmula de Borel-Pompeiu para la funcion g = 9, f € C' queda

p

/ Eoly — 2)n(y)g(y)dy - 9(z), z €O,

Fla) = / Eoly — 2)0,9(y)dy = 4 ©
0 /Eo(g —z)n(y)g(y)dy, zeQ.,

\ '
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

donde nuevamente se ha usado que
[ 109wy = [ 12 ) dy < +ox.
Q Q
Como g € C%*(T"), la continuidad hasta la frontera de la transformada de Cauchy

Cola) = [ Euly ~ onlo(w)dy. 2 € R™\T
I
esta garantizada por el clasico resultado de Iftimie [40]. Ademas, de las formulas
de Plemelj-Sojotski se deduce la continuidad de F' en R™. De hecho se tiene mas,
F € CY**(R™), que es claro por el resultado de Iftimie. En resumen, se ha probado
que C; f puede ser extendida desde €2 a una funcién en Lip(1 + «, R™), lo que unido

al Lema 3.1.1 implica que C; f € Lip(1 + «, Q2 UT") como se deseaba. ]

Como una consecuencia inmediata de lo anterior se tiene que en efecto, si f €
Lip(1 + a,T') entonces S; f € Lip(1l + «,T'). Para ello basta usar las Férmulas de
Plemelj-Sojotski, de donde es claro que S; f(z) = — f(x) + 2 lim Cf(y).

zeQt

3.1.2 Invariancia de la clase de Lipschitz de orden superior

Un estudio detallado de la demostracién realizada en la seccién anterior muestra
el uso esencial de la propiedad de ser F; una funcion real, idea que no puede ser
generalizada para el caso general. Por ello, en esta seccidn se utiliza otra técnica
basada en acotaciones directas que probaran la invariancia de la clase de Lipschitz

de cualquier orden bajo el operador S;..
Se comenzara con la introduccion de unas funciones que intervendran posterior-

mente en la demostracion del resultado principal de este capitulo [27]. Para = # 0,

s > 1 se definen
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

(

c(m. s) |J;|m£—s+1 si m impary s impar
z o sim par, simpary s < m,
1
Eoa(z) =S e(m, 8)| s si m impary s par (3.5)
x|™m
- o sim par, spary s < m,
c(m, s)ﬁm—é‘(log |z| + A(m, S)) simparys>m
\
! (1 Bi(z) )
oy || sl si|jlimpar |, impar, s impar
(0}
lj]+1 P,(z) .
— M= sy m par, s impar, s < m
n—impar ‘ﬁ’mfsﬂan Si |j| par )
4 Py (z) )
n—impar W S! |j| 'mpar m impal’, S par
(0]
1] P, (x) o
= ilq par, s par, s <m
n—par |£|m_3+\j|+n SI |j| par )
B, (z) =
2(s—§)+q P"Sf) Sia impar\
n—impar |£| m par, s Z m
s—m ’]' =sS—m-+ q
2( Z)Jrq pn@) i 0 par
n—par ’&qurn )
)
Pym—jj(z) (log |z| + A(m, 5)) )
mpar,s ~=m
N s—m+|j] Ps—m—\an(Z) ’]’ <s—m.
\ 2<n—par |£|n J (3.6)

Proposicion 3.1.1. La funcién E(x) es continuamente diferenciable hasta cualquier

orden siempre que x # 0. Ademads, EY (x) = Og)Es(g), x # 0.

Demostracion. Para el primer caso de (3.5), o sea, para m impar y s impar o para
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

m par, simpary s < m se tiene

Py(x) Py ()

a”ansfl(&) - |z[mst " |g|mest
Pi(z) P(z)
On,, Or;, Eor(2) = |z[m—s+3 " Jg[m—sts
Po(z) Py(z) Py(z)
Oy - Ony Bsn(2) = (= g|m—st8 " [gmosts T |g[mostT

donde P, (z) denota aqui y en lo que sigue, un polinomio homogéneo de grado 7.

Asi sucesivamente se intuye la férmula

(i1 Pn(g) -
B P ] impar,
SCTT axil ES—l(l) = (37)
LS NN
Tm—siiln  Stlylpar.
\ n—impar |£|m_5+\]\+n |J| p

Supdngala vélida hasta |j|. Sea N = |j| + 1, entonces por la hipétesis de induccion,

Oy v Oy B 1 (x) = O 11 (a””im ... 0y, Ey_1(z)) se calcula faciimente
(15142 P,(x) o .
S ||t R si |j| + 1 impar,
iy - Oy Do () =
knlji::ar mnfll% si 7] + 1 par

con lo que se demuestra (3.7). En el segundo caso de (3.5), o sea, cuando m es

impar y s par o cuando m es par, s pary s < m se tiene

Py (E)
8% Es q1(z) = |$|m—_s+2
Po(z) Py (z)
axiz axﬁ Eg—l(@) - |£|mfs+2 lg‘m78+4
Pi(z) P3(z)
axis "'aﬁanS*1@) - |g|m—s+d T |g|moste’
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

y asi sucesivamente

¢

i Po(z) -
bt || sl si |j] impar,
iy, o Oy Boa (2) = (3.8)
i P, () i 1] par
0 Spar || st Jj| par.

De manera analoga al caso anterior, esta férmula se puede probar por induccién
completa. Por dltimo se vera el tercer caso de (3.5), que es cuando m es par y

s > m. Para simplificar la notacion, sea N = s — m. Asi,

P
Op, Es1(z) = PN71(£>(log |z| + A(m, S)) + ]\];—72(@
a’m'g a:mlES*l(z) = PN*2(2><lOg ‘£| + A(m’ S>) T
+PN(x) Pyio(z)
|z[? ||
Py_
Oryy oo Oy Bsa(z) = PN—3(£)(10g |z| + A(m, 5)) + N|$Tz(£)

En la derivacion |j|—ésima, siempre que |j| < N, quedara

- On, Eya(z) = Py (2) (logz] + A(m, 5)) +

Ty
N+j]
PNf\]\Jrn(x)
+ > 2 (3.9)
2<n—par -
De donde sigue que,
B 2N+1 Pn(ﬁ)
Ting1 5_1(£) - Z |ZE|"+1
n—mpar '~
2N+2
Pa(z)
TiN 42 ZiNHES*l(E) o Z ||+
n—par '~
_ f; P, (x)
Tings " T TiNg S_1<£) - / |£L‘|"+3
n—mpar '
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Y asi sucesivamente, se arriba a la férmula

(2N +]j]| Pn<£>
Z ‘;{;||J|+n

n—impar |£

Ouiyy,, Bomr (@) = (3.10)

2N+|7| pn T o
> () si |j| par,

\ n—par |£||j|+n

si || impar,

para cada |j| > 1. Nuevamente, esta férmula puede probarse por induccién completa

sobre |j|. Combinando las férmulas (3.7)-(3.10) se verifica la afirmacion. O
Note que la Definicién 3.5 es consistente con la ofrecida previamente.
Teorema 3.1.2. Sea f € Lip(k+ «,T"). Entonces Si(Lip(k+ «,T")) C Lip(k+ «a,T).

Demostracion. Larelacion 1.1 se puede escribir compactamente por f(y) = P(y, {)+

0]
R(y, (), donde P(y,¢) = Z A (y — Q)l es un polinomio en y de grado , por

il
i<k
lo que sera una funcion (k 4+ 1)-monogénica en R™. Luego sus valores limites se

calculan facilmente, C,"[P(.,Q)](¢) = P(¢,¢) = f(C) y G [P(.,{)]() = 0. Con-
secuentemente se tendrd que S;.f(¢) = Si[f — P(.,Q)(C) + Sk[P(.,¢)](¢). o sea,

Skf(C) = Sk[R(.,Q)](¢) + f(¢). De aqui que resulte suficiente verificar que dada

f € Lip(k + a,T") se cumple

s=0 B

fa)=3" / (—1PEu(¢ — 2)n(QR(C y)dC € Lip(k + a,T).

Para ello se consideraran las funciones

k

P2 =3 [(-1°ED (¢~ omOF R g,

s=0

donde los Eéj)(g — x) estan dados por (3.6). Seguidamente se probara que fes de
clase Lip(k + a,T') junto con las 79, |7] < k. Para ello se debera probar en primer
lugar que dichas funciones estan acotadas. Noétese que estas integrales singulares

seran convergentes (y por tanto acotadas) si y solo si la integral sobre I'; = B,.(z)
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

tiende a cero. En efecto, como consecuencia de la Proposicion 3.1.1, se tiene que

1E9 (2)| < W%ﬂ Luego, si ¢ € I'y la relacion [¢ — z| < r implica

| [ B9 -emonrcoic] < ey-ap / e

< oy —alt” 'J'*a, (3.11)

que claramente tiende a cero cuando » — (. Resta entonces estimar el valor absoluto

de la diferencia

—~ ) ) (G+0)
Ry = Pw-Pu- ¥ ey

0<[l|<k—l3]

Es decir,

- Y ([ pmonrepe) £ @)

o<|iI<k—l5] T

La integracion se dividira en los subconjuntos disjuntos I'y = B,(z), I'» = B,(y) ¥

I's =T\ Ty UTy (véase la Figura 3.1.1).

Figura 3.1.1: Division de I'.

De (3.11) se sigue que la primera integral de (3.12) satisface que su norma es menor

o igual que c|y — z|*~l**. Por otro lado, si ¢ € I'y, las relaciones |{ — z| < [¢ — y| +
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

ly —z[ < 3ry|¢ — z| = rimplican

|k+a

H/Eﬁj)(g—g)n(g)a Gz dg” w/dgﬁdg—ﬂk"j”a.
)

s

De modo analogo se acotan los otros dos sumandos, por lo que sera suficiente en-

contrar esta estimacion sobre I's.

By = Y0 [ EOC- onO%RE 0~ [ B¢~ pmOaRE v

s=0 Is I's

_ ( / Egﬂ*”(g—g)n(g)ﬁéR(Q@dQ)@;—!g)l}'

o<[l|<k—1il 1,

Ry(x,
Usando la identidad Ry(¢,z) = Ro(C,y) — Z l(l_l ) (¢ —z)', se tendra
sk

Bz, = Y (-1{ [ B9 - QR p)dc -

S ([ ooz - eac) MY [ w0 pioazric v

1<k I3 I3

-2 (/ B¢ = yIn(QR(C y>d<)< o) 3

o<lli<k—li

Al agrupar queda

By = S0 [{EVC-0 - B0~

s
_ l
0<i|<k—|j]
R )
- Z/ ag(g—z)ldg l(fl Y (313
[|I<k  s= (]F !

Denotese por I3 los dos primeros términos de (3.13), y por I3 el Gltimo. Se comenzara
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

I3|| sera suficiente probar que

por analizar I§ y luego I3. Para estimar ‘

2] =] Sy [ ED - om(©02(¢ - wdg| < el -y, (314)

S= FS

para lo cual se usara induccién completa en |j|. Si |j| = 0 claramente

)O3 (¢ — z)'dC.

o
t}/
—~
~
|
S
S~—
3
S
o™y
N—
A2
—~
[P
|
8
~
Q.
~
I
mtlj
—~
~
|
8
SN—
3
S
o™

I's s

Ahora, en Q* := Q. \ B,(z)UB,(y), lafuncién h(¢) = ((—z)" es (k+1)—monogénica

(véase Figura 3.1.2).

Figura 3.1.2: Regién Q*.

Luego, de la Férmula de Cauchy (z € )

se obtiene

k
> [ B - o — 2 == > [l - an(©0¢ - 2,
C

s=0 I's

donde C, = C;(x) U C}(y). Entonces,
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Cx(z) Cr(z)

| [ B-omoag-otad| < o f 16—l gyt

Como ademas [ — x| > r para ¢ € C}(

S
<
[~
|
I8
IN
[~
|
1=
+
<
|
B
I
I3t
3

/Es(g—g)n(g)aé(g—z)ldgH < ¢ | ————d( < cly—z|"(3.15)

Cr(y) Cr(y)

con lo que resulta la validez de (3.14) para |j| = 0 (inicio de la induccién). Sup6ngase
entonces que se cumple la desigualdad (3.14) hasta |j| = p. Sea ahora |j| = p + 1.

De la formula:

iz (Z) 09 Fl[p9-0c],

(<)

se tendra que

2= Y (-1 / OB — 2n(QO(C — 2))dC —

s=0 s
k .
=y =1 ) (‘7) / 0V Ey(¢ — z)n($)0Y "V [0(¢ — x)']d¢.(3.16)
s=0 (<)

i#] 3

Utilizando en el segundo sumando anterior que

doc gy d DD SO =) o017

0 si(j) <(DAn#l

donde c(l,5) = (=D, (Ln—1) ... (lyp—dm+1) ... L (L=1) ... (L—j1+1)y L = 1—j,
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resulta

Luego, como (i) < (j), |j] = |7|+1yn # i, serd |i| < |j|y por hipbtesis de induccion
queda estimado por c|z —y|'* dicho sumando, o sea, por c|z — y|I7l/l. Para el primer

sumando de (3.16) se hace uso nuevamente de la Férmula de Cauchy,

donde C, = C;(z) U C}(y). Al usar otra vez la férmula para la derivada multiindice

del producto resulta

870 C/ oy (O — z)1)d¢
-y 2 ( )[ B el i
- i = () C/ 0 EL(¢ — 2)n(Q0(¢ — z)dg.
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Se estima la integral en C*(z)

fosi-onrc-at] < of 55

Crx(z)
< C|£_Q|Ill il

Anélogamente H / OV E(C—2)n(Q)d(¢—x dCH < clz—y|"~1, con lo que queda
Cr(y)
probada la hipotesis | 13| < c|z — y|'I". Resta verificar tal cota para ’

I}||. En este

caso, la integracién sobre I'; de

k

Ii(z,y) = Z(—l)s/{ﬁﬁ)Es(g—z)—%”Es(é“—y)—

s=0 I's

- Y opm- I oo R pic

0<|l|<k—|7]

se dividira a su vez en tres subconjuntos disjuntos. Para ello se traza una bola de
radio 3r y otra de radio 4r con centro en z. Dendtese por I'} el tramo de T's compren-
dido en la bola Bs,.(z), por I'2 el comprendido en el anillo 3r < |z — z| < 4r y por '}

el tramo restante (véase la Figura 3.1.3).

Figura 3.1.3: Division de I's.
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Para ¢ € I'} se verifica r < |( — x| < 3ryr < |{ —y| < br, por tanto

H / {85)155@ — ) — 8§j)E8(g —y) -

0<|l|<k—|j]

kta—|j
< QQdCH < cly — e
De forma andloga, verificando que en I'j las desigualdades 3r < | — x| < 4ry
r < |¢ —y| < 6r son validas, se obtiene la misma estimacién. Consecuentemente,
resta analizar la integracion en I's. Para ello se hace uso del siguiente resultado del

Analisis Matemético, para mas detalles el lector puede remitirse a [45, p.17].

Teorema 3.1.3. Sea f : R™ — R definida y continuamente diferenciable hasta el
orden k > 1 en cierto dominio GG. Entonces, para cada y que esté en un d-entorno Vs

de z, 0 sea, tal que |x — y| < 0, es valida la férmula

—_

K—

f@) — fy) =3 o

O 10 =)'+ (),

I

donde
1
Tﬁ—l(x7y> = Hﬁél)f(y)v ’l| = k.

Ademas, si existe M > 0 tal que para cada |l| = k se cumple ‘835” f (y)) < M, enVj,

entonces se verifica la desigualdad

Mmhor

‘rﬂfl('xayﬂ < K

Para ¢ € T3 la funcion 8$)ES(C — x) se comporta como una funcién en la variable
z la cual es continuamente diferenciable hasta cualquier orden en cualquier punto

de Bs.(x), 0 sea, es de clase C>*(Bs,(x)). Ademas, para z € Bs,.(z) es claro que

| —z] >rylz—z| < 3r,portanto [( —z| < [(—z|+[z—z] < [(—2z]+3r < 4[¢
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

de modo que en este dominio todas sus derivadas de orden xk = k + 1 — |j| verifican

Ve m A8 B (¢ — < c(m, ) c(m, s) .
ZeBi>(<)| [ Y Es(C— 2)]] Zergi)((x [ — zfms ik = (= gfmosth

Luego, en virtud del Teorema 3.1.3, el resto

EEPAY
e =B)(C-n) - BPC-y) - Y, BEY(C-y) -y

/!
0<|l|<k—jl
satisfara |r.,_1| < c¢(m, k, |j]) Mr", es decir

-0 -m0c-n- ¥ Erc-nEl <

C—.
— _ m—s+k
o<l <k—lil ¢~ 2l

Consecuentemente,

[
RS

)d

Ao~y

H/{Eéj)(é—z)—Eﬁj)(Q—g)— > Eﬁj”)(g—g)@;—!g)l}n(g)ag}z( ,

0<|l|<k—|4|

et [ S 0 o= ol
g |C—£|m75+k S - y By |1 .

3

<clz -

Pero si ¢ € I'; entonces | — x| > 47, y como |z — y| = 2r, resulta que

por tanto
E 7) — EY) (G+0) (z—y) s
H C-w- Y EYIC— ) pOFRE |
0<t|<k—|j] '
< cla — yF1- |g|/—_w_y |a| c—y /—>
= f g < e a eyl [ e
I\
<clz —y/F e e = (m, k. |j], 5),
con lo que termina la demostracién. O
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3.1 La transformada de Cauchy y el operador singular

Conclusiones del capitulo

Es valido observar que la demostracion desarrollada en la primera seccién de este
capitulo, o sea, la del caso particular de f € Lip(1 + a, '), usa fuertemente el hecho
de que E; es una funcion real. Esta propiedad en general no la satisfacen los otros
nacleos E,, con s > 1 (para s par, por ejemplo). Esto hizo que, en principio, no se
pudiera extender el procedimiento utilizado al caso general. En la segunda seccion
se aprecia cdémo esta dificultad es esquivada usando una via mas directa similar a
la desarrollada en el Capitulo 2. El resultado fundamental obtenido consiste en la
demostraciéon de la invariancia de la clase de Lipschitz de orden superior bajo la
accion del operador singular aqui definido. En otras palabras, se obtuvo un analogo

del Teorema de Plemelj-Privalov asociado a la teoria de funciones polimonogénicas.
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Conclusiones

La investigacién desarrollada cumplié el objetivo planteado, obteniéndose concreta-

mente los siguientes resultados:

e Definicion de dos operadores integrales singulares sobre la clase de Lipschitz
de exponente arbitrario asociados a la teoria de funciones polianaliticas y poli-

monogénicas respectivamente.

e Demostracion de la invariancia de la clase de funciones de Lipschitz bajo la

acciéon de ambos operadores.

e Estimacién de la norma de los operadores asociados a la teoria de funciones

polianaliticas y bimonogénicas.
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Recomendaciones

Para dar continuidad y aplicar los resultados obtenidos se recomienda:

e Investigar si los operadores singulares aqui definidos son una involucion, es
decir, si S = I donde I es el operador identidad (actuando sobre la clase de

Lipschitz de orden superior).

e Estudiar la compacidad del conmutador S, M — M S, asociado a los operadores

estudiados, donde M denota a un operador de multiplicacion.

e Establecer analogias a las férmulas de Hilbert y de Poincaré-Beltrami sobre el
circulo y la bola unitaria para los operadores estudiados en el contexto de las

funciones polianaliticas y polimonogénicas.

e Explorar posibilidades de aplicacion, especialmente en la teoria de funciones
biarmoénicas, que aparecen de manera especial en topicos de la Teoria de la

Elasticidad Lineal.
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