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RESUMEN

Un campo tridimensional en movimiento en un solido elastico, lineal, isétropo y homogéneo
sin fuerzas de volumen es descrito por el sistema de Lamé-Navier. Este trabajo se enmar-
ca dentro del campo de las Matematicas Puras en la disciplina de Analisis Complejo, en
el estudio de soluciones de una generalizacion del sistema de Lamé-Navier mediante ope-
radores de Dirac. Primeramente se abordan temas preliminares del Analisis de Clifford;
necesarios para la comprension de los resultados siguientes. Posteriormente se desarrolla
el estudio de las funciones (¢, 1)-inframonogénicas, donde se arriba a resultados carac-
teristicos sobre estas funciones y operadores utilizados. Para culminar se trata el estudio
del sistema generalizado de Lamé-Navier, llegando a resultados particulares para describir
la forma de sus soluciones y se construyen soluciones a partir de una funciéon determinada.
Durante el desarrollo de este trabajo se demostrd que las soluciones del sistema estudiado
bajo ciertas condiciones poseen estructuras especificas. Marca importancia porque revela
el uso de las Matematicas Puras en el ambito de la Teoria de la Elasticidad. Ademas, se
obtienen resultados preliminares en la busqueda de una posible formula de representacion
para las funciones (¢, v)-inframonogénicas, lo cual es relevante en el Analisis de Clifford;
y se inicia el estudio de la descomposicion de Almansi para esta clase de funciones.

Palabras Clave: Analisis de Clifford, funciones inframonogénicas, sistema de Lamé-Navier,
Teoria de la Elasticidad.



ABSTRACT

A three-dimensional displacement field in a homogeneous isotropic linear elastic material
without volume force is described by Lamé-Navier system. This work framed in the field
of the Pure Mathematics in the discipline of Complex Analysis, in the study of solutions
of a generalization of by Lamé-Navier system and in the search of a Cauchy integral for-
mula for (¢, ¢)-inframonogenic functions. Firstly necessary topics of Clifford Analysis are
approached. Later on, the study of the widespread homogeneous Lamé-Navier system is
developed, and it arrived at particular results to describe the form of their solutions. Then
solutions are built, of vital importance in how starting from a certain function to arrive to a so-
lution of the system. To be culminated it does arrive to essential results by an appropriate a
Cauchy integral formula for (¢, v)-inframonogenic functions. During the development of this
work it was demonstrated that the solutions of the system studied under certain conditions
possess specific structures. It also marks singular importance because it reveals the use of
the pure mathematics in the environment of the Elasticity Theory. Besides that preliminary
results are obtained for a Cauchy integral formula for (¢, v)-inframonogenic functions, that
which is outstanding in Clifford Analysis; and the study of Alimansi decomposition begins for
this class of functions.

Keywords: Clifford Analysis, inframonogenic functions, Lamé-Navier system, Elasticity Theo-

ry.



indice general

Introduccion il
1. Nociones preliminares [7
1.1. Aspectos basicos del Andlisis de Clifford . . . . . . .. ... ... ... .. [Z]
1.2. Formulade Borel-Pompeiu . . . . . .. . ... Lo 12
1.3. Conclusiones parciales . . . . . . . . . . . .. . ... {4l

2. Teoremas estructurales para funciones (¢, 1))-inframonogénicas y para las solu-

ciones del sistema generalizado de Lamé-Navier [15]
2.1. Teoria de las funciones (¢, 1))-inframonogénicas . . . . . ... ... ... 16l
2.1.1. Una representacion para funciones (¢, v)-inframonogénicas . . . . [22

2.1.2. Propiedades basicas de las transformadas de Cauchy y Teodorescu 25
2.1.3. Descomposicion de tipo Almansi para funciones (¢, 1)-inframonogénicas [37]

2.2. Sistema generalizado de Lamé-Navier . . . . . .. .. .. ... ... ... 33
2.2.1. Resultadosgenerales . . . . . . .. ... .. ... .. [41]

2.2.2. Casos Particulares . . . . . . . . . ... [44]

2.2.3. Construccidbn de soluciones . . . . . . . . . . .. e Bl

2.3. Conclusiones parciales . . . . . . . . . . . .. ... B4
Conclusiones 55
Recomendaciones 56)
Bibliografia

Vi



Introduccion

Segun tesis doctoral [12], Albert Einstein, el cual es considerado como el cientifico mas
conocido y popular del siglo XX, expreso: “las Matematicas Puras son, en su camino, la
poesia de las ideas légicas”, y posee toda la razén, ya han pasado muchos siglos y el
inmenso edificio de avances en esta maravillosa ciencia no se detiene, y es que precisa-
mente “los modelos del matematico, al igual que ocurre con los del pintor o con los del
poeta, deben ser hermosos; las ideas, al igual que los colores o las palabras, deben enca-
jar de forma armoniosa; la belleza es el primer examen, no existe lugar eterno en el mundo
para las matematicas feas", como expresara Hardy segun publicacion referenciada en [2],
excelente tedrico de numeros, tutor de tesis del matematico autodidacta indio Ramanujan,
el que fue muy conocido por algunas de sus asombrosas férmulas. Es por ello que se pre-
tende con este trabajo que sea verdaderamente matematico, pues como dijese Jorge Luis
Borges en [3], escritor argentino galardonado con el Premio Nobel de Literatura: “nadie
puede escribir un libro, para que un libro sea verdaderamente, se necesitan la aurora y el
poniente, siglos, armas y el mar que une y separa®“.

Al final de la década de 1920 la marcha de las ideas y los descubrimientos llevaron a los
fisicos a una aceptacion general de la teoria relativista del electrén. Sin embargo, Paul
Dirac se encontraba disconforme con las ideas prevalecientes del momento y estaba bus-
cando una formulacién mejor. En 1928, finalmente encontrd una teoria acorde a sus ideas
que explicaba la mayoria de los principios de la época. Su teoria resultd ser uno de los
grandes logros intelectuales de ese tiempo, de una gran belleza en la matematica aplicada

y que no solo clarificoé algunos fendmenos misteriosos sino que predijo la existencia de una



INTRODUCCION

particula similar al electron, jpero de energia negativa! Esto fue luego comprobado experi-
mentalmente y cambi6 el modo de entender la naturaleza desde entonces.

En Mecanica Cuantica el estado de una particula se describe por una funcién de onda
J(t, z) del espacio de Lorents R!3. Buncando darle forma a su teoria, Dirac se encon-
tr6 con el problema de hallar una ecuacion de onda D = A\ Lorents-invariante que sea
compatible con la solucién de Klein-Gordon ¢ = AvY donde [ = g—; — 88—;% — 53—;% — 8‘9—%[1 9.
La causalidad mas la invariancia de Lorentz requeria que D fuese de primer orden en todas
las variables. Lo que Dirac estaba buscando era, basicamente, una factorizacion del Lapla-
ciano A = Zf’zl 88—;. Asumiendo que D fuese un operador con coeficientes constantes
consideré6 D = Zf;o %aa_;?, ~v; € C. La condicion D? = [ implica que para 0 < i, < 3
con i # j se tiene:

% = =177 + 77 =0.

Dicho D es el llamado operador de Dirac[10]. Generalizando a dimension n, hoy se re-
conoce a estas relaciones como las generadoras del algebra de Clifford Cl(n) de R™ con
la forma cuadréatica definida negativa —||.||*.

Como una generalizacion intuitiva de funcién analitica del plano complejo a altas dimen-
siones, el Analisis de Clifford se especializa en el estudio de las funciones monogénicas,
que son aquellas funciones de R™ a R ,,, que pertenecen al nicleo del operador de Dirac
clasico:

Dg = 836161 + a$2€2 + ...+ a;cme’nm

donde Ry ,, representa el Algebra de Clifford asociativa generada por la base ortonormal
de R™: {ey, ey, ..., e, }. Es caracteristico también que Di = —A, simbolizando un resul-
tado esencial para el estudio de la armonicidad de funciones. Una funcion f se dice que
es arménica si su laplaciano es idénticamente cero, o sea, Af = 0; sin embargo, se dice
que es inframonogénica si D, fD, = 0. La inframonogenicidad es un concepto especifi-
camente emergido del Analisis de Clifford debido a la no conmutatividad inherente del
producto cliffordiano.

El Analisis de Clifford posee sus origenes en el Analisis Cuaternionico, este ultimo dio sus

primeros pasos cuando en 1843 R. W. Hamilton, en un intento de introducir un analogo
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tridimensional del sistema de los nUmeros complejos, inventd, como es bien conocido, los
cuaterniones reales[20]. Luego de su esclarecimiento de la nocion de nimero complejo co-
mo un par ordenado de numeros reales por un lado; y la deduccién a partir de este hecho
de que las operaciones con numeros complejos son esencialmente reducidas a opera-
ciones con numeros reales; y por otro lado, el hecho de que los matematicos, alrededor
del afio 1830 se percataron de que el algebra de los numeros complejos se suplantaba
trabajando con vectores en el plano, Hamilton deseaba probar si un analogo espacial del
algebra de niumeros complejos podria ser trabajado de modo que las operaciones con este
fueran suplantadas por vectores. El establecié que sus nuevos niimeros (los cuales fueron
llamados cuaterniones) debian poseer cuatro componentes reales y la propiedad conmu-
tativa de la multiplicacion debia ser sacrificada. Posterior a Hamilton esta nueva algebra
fue denotada por H. Luego William Kingdon Clifford, matematico inglés que también es-
cribié sobre Filosofia, junto con Hermann Grassmann fundaron lo que ahora se conoce
como &lgebra geométrica, siendo un caso especial las Algebras de Clifford, denominadas
asi en su honor, y que son usadas contemporaneamente en la Fisica Matematica. En estas
algebras surgen resultados hermosos que generalizan en algunos casos aquellos que son
propios de las funciones de variable compleja, conformando asi toda la teoria del Analisis
de Clifford.

Un campo tridimensional en movimiento «# en un sélido elastico, lineal, is6tropo y ho-

mogéneo sin fuerzas de volumen es descrito por el sistema de Lamé-Navier [4] 6 15]:

Lyl = pAu + (0 + N)grad(div i) = 0, (1)

donde p > 0, A > —§M son los coeficientes de Lamé. El sistema fue introducido por
Gabriel Lamé en 1837 en el método de separacion de variables para la solucién de la
ecuacion de onda en coordenadas elipticas. Investigaciones recientes, como [15], lograron
establecer una estrecha relacion de las soluciones de este sistema con las funciones infra-

monogénicas del Andlisis de Clifford. En este trabajo se generalizd este sistema de Lamé-
(1)

0,m

Navier para conjuntos estructurales de R,/ y se arribaron a diferentes pautas acerca de
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las caracteristicas de sus soluciones; ademas de que se descubrieron primeramente re-
sultados en la busqueda de una posible férmula integral de tipo Cauchy para las funciones
(¢, v)-inframonogénicas, una generalizacién de las funciones inframonogénicas cuando se
tienen los conjuntos estructurales ¢ y 1. Por ello se establecera como problema cientifi-
co el siguiente: ;Coémo caracterizar el espacio de soluciones del sistema generalizado de

Lamé-Navier?

El objeto de investigacion sera el Analisis de Clifford; y el campo de accion: las fun-
ciones (¢, 1)-inframonogénicas y el sistema generalizado de Lamé-Navier en Analisis de
Clifford.

El principal objetivo es describir el espacio de soluciones del sistema generalizado de

Lamé-Navier. Su alcance presupone dar respuesta a las preguntas cientificas siguientes:

— ¢ Existird una férmula de representacion de tipo Cauchy para funciones (¢, ¢)-inframo-

nogénicas?

— ¢Mediante funciones ¢-monogénicas y 1)-monogénicas se podran construir funciones

que sean armonicas y (¢, ¢)-inframonogénicas a la vez?

— ¢Para el caso especifico ¢ = 1), el sistema generalizado de Lamé-Navier preserva

los resultados obtenidos para el sistema clasico?

— ¢Bajo qué condiciones las soluciones del sistema generalizado de Lamé-Navier se
pueden expresar como la suma de una funcién (¢, 1»)-arménica y una funcién (v, ¢)-

inframonogénica?

— ¢ A partir de una funcién (¢, v)-arménica o (¢, ¢)-inframonogénica se podran cons-

truir soluciones del sistema generalizado de Lamé-Navier?

En aras de obtener respuestas fue necesario realizar las tareas de investigacion siguien-

tes:

— Revision bibliografica sobre fundamentos del Analisis de Clifford y el sistema de

Lamé-Navier.
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— Definicién de diferentes tipos de funciones surgidas debido sus relaciones con los

operadores de Dirac.
— Estudio de la Féormula generalizada de Borel Pompeiu.
— Demostracion de resultados caracteristicos para funciones (¢, ¥)-inframonogénicas.
— Definicion de sistema generalizado de Lamé-Navier.

— Planteamiento de ecuaciones generales con respecto a las soluciones del sistema

generalizado de Lamé-Navier.

— Estudio de las soluciones del sistema generalizado de Lamé-Navier bajo ciertas

condiciones.

Los métodos de investigacion utilizados en el desarrollo de este trabajo estuvieron de-
terminados por los objetivos y las tareas de investigacion. A nivel te6rico se emplearon los
métodos: histérico-légico, analisis y sintesis, induccion y deduccidn, y a nivel empirico: el
experimental y la modelacion; todos de gran utilidad en el estudio de fuentes de informacion

y en el procesamiento de los fundamentos cientificos.

La problematica investigada y los resultados alcanzados han sido expuestos por el autor
en eventos, tales como la XVI Jornada Cientifica Estudiantil de la Facultad de Matematica
e Informatica, en la cual la ponencia presentada resulté relevante y el XXIII Forum Nacional
de Estudiantes Universitarios de Ciencias Sociales, Econdmicas, Naturales, Humanisticas

y Exactas.

La estructura del trabajo es la siguiente: el Capitulo [1| introduce la teoria preliminar para
enfrentarse al problema en cuestion, tales como la definicion de conjunto estructural y
determiadas clases de funciones, enunciado de propiedades basicas, y posteriormente
para una segunda parte del capitulo se enuncian teoremas conocidos de integracion en el

Analisis de Clifford, y se muestran algunos operadores de utilidad para el préximo capitulo.

Para el Capitulo |2 se trabaja primeramente en la busqueda de una posible formula de

representacion de tipo Cauchy para las funciones (¢, 1»)-inframonogénicas, se encuentran
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resultados cruciales y se inicia el estudio de la descomposicion de tipo Almansi para dichas
funciones. Luego, se lleva a cabo el estudio de las soluciones del sistema generalizado de
Lamé-Navier, donde se arriban a resultados acerca de las soluciones de este sistemay la

construccion de algunas de ellas.



Capitulo 1

Nociones preliminares

En este capitulo se exponen los fundamentos tedricos que sirven de base a la presente in-
vestigacion. Cuenta con dos secciones: en la seccion[1.1]se abordan los aspectos basicos
en el trabajo con Algebras de Clifford donde se definen los conjuntos estructurales, clases
de funciones y se enuncian propiedades, y en la seccion[1.2]se tratan elementos esenciales
del Analisis de Clifford, asi como se enuncian teoremas clasicos y se definen operadores

integrales de importancia en los resultados que se obtendran.

1.1. Aspectos basicos del Analisis de Clifford

Dendtase por ey, es, ..., e, la base ortonormal candnica de R™, sujeta a las relaciones
multiplicativas:
2

ei — _17€Z6] — —ejel"Z,] = 1’27 ...,m,l < j

Luego el espacio euclideano
R™ = {x = x1€1 + 2962 + ... + Tppem, x; E R =1,2,...,m}

esta sumergido en el Algebra de Clifford Ry, generada por ey, eq, ..., €, dentro del cuerpo
de los numeros reales R. Un elemento a € R, puede ser escrito como a = Y, ase,

donde a4 son constantes reales y A recorre todos los posibles conjuntos ordenados A =



1.1 Aspectos basicos del Analisis de Clifford

{1<ip<..<iz<m}oA=0,yes =e;e;...€, e = ey = 1. En particular, Sc[a] =
ayp se refiere a la parte escalar de a. Notese que cualquier a € Ry ,,, se puede escribir de
forma Unica como

a = [a]o + [a]; + ... + [a]m, (1.1)

donde [.], denota la proyeccion de R ,,, en Rékgl Aqui ng,)n denota el subespacio de k-
vectores definido por
Rék) = spang(ea : |A| = k).

,1M -
. 1) ~
los conocidos escalares en Ry ,,,, y R™ con ]Réfn =

. 2 .
R™, el conjunto de los vectores en Ry ,,,. Los elementos de Réfn son llamados bivectores,

Es costumbre identificar a R con R(O)

0,m>

m)

mientras que los elementos de R&m son nombrados pseudoescalares.

El producto de dos vectores de Clifford resulta un escalar y un bivector:

donde

Xy =Y ejen(ziyn — Tryy)-

i<k
Sea ¢ := {Y' ? .. ™} C Rglfn Por cuestién de comodidad se escribira —1) = ¢ =
{E, P2, ,q/;_m} = {—y', % ..., —¢y™}. En el conjunto C*(Q,Ry,,), donde 2 es un
abierto de R™, se definen respectivamente los operadores por la izquierda y por la derecha

de Dirac como: .
N\ 9f

i 8[EZ

DUl =Y et e v (12)

Para el caso en que ¢ = {ey, s, ..., e, }, 0 Sea la base candnica, entonces se denotara co-
mo D[f]y [f]D, respectivamente.

Si A,, es el operador de Laplace m-dimensional. Es facil probar que las igualdades

DYDP[f] = DYDV[f] = [f]DYD" = [f]D’D¥ = A,, (1.3)
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son ciertas si solo si
Note que

20, = YT + T = T i = 2piile = 27 - g, (1.4)
(1)

0,m-

donde la factorizacion en se tiene si solo si v representa una base ortonormal de R
Un conjunto 1 con la propiedad([1.4]es llamado conjunto estructural [5, 18,9}, 1T]. Es evidente
que 1 y 1) son conjuntos estructurales simultaneamente. Los operadores de Dirac por la

izquierda y por la derecha son conectados por las relaciones:

D[f] = [fID? = ~[f]D*[9] (1.5)
Veamos las siguientes definiciones:

Definiciéon 1. Funcién 1)-monogénica
Se dice que la funcion f € C' (2, Ry, es 1-monogénica por la izquierda (por la derecha)

en el dominio ) si solo si:

Sea ahora el conjunto estructural ¢ = {¢', ¢?, ..., o™},

Definicion 2. Funcion (¢, )-armdnica
Se dice que la funcién f € C*(Q, Ry, es (¢, v)-arménica por la izquierda (por la derecha)

en el dominio ) si solo si:

D?DY[f] = 0 ([f]D’D¥ = 0), en Q.

Note que cuando i) = ¢ 0 1) = ¢ entonces f es arménica. Aclaremos que cuando nos
referimos a ¢» = ¢, no es solo a manera de conjunto como tal, sino también de acuerdo
al orden que se escojan sus elementos para formar el operador de Dirac. O sea, los con-
juntos estructurales de Rélg, 1 = {ey,e9,e3} y ¢ = {es, ea, 1} N0 serian iguales en este
sentido, debido a que forman operadores de Dirac diferentes: D¥[] = D[] = 337, eia%[']

Yy D¢H = 63%[.] + 626%2” + 61%“.
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Definicion 3. Funcion (¢, v)-inframonogénica
Se dice que la funcién f € C*(Q, Ry ..) es (¢,v)-inframonogénica en el dominio 2 si solo
Si:

D?[f]D¥ =0, en (.

Cuando ¢ = v, o0 sea DY[f]D¥ = 0, la funcion f se llamara v-inframonogénica. Para
este mismo caso, cuando v es la base candnica de R™ entonces se tiene que la funcién
f es inframonogénica como se conoce. Estudios de las funciones inframonogénicas se
encuentran en [T}, 11,14, 15, 16]. Cuando en este trabajo se enfatice en funciones (¢, 1)-
armdnioca o (¢, 1»)-inframonogénicas, se hace referencia cuando ¢ # .

Sea H(£2) el conjunto de las funciones armoénicas sobre el abierto €2; J(£2), el conjunto de
las funciones inframonogénicas; H,,(€2), el conjunto de las funciones (¢, ¢’)-arménicas
por la izquierda; J,,(£2), el conjunto de las funciones (¢, 1))-inframonogénicas, mientras
que el conjunto de las funciones ¢-inframonogénicas se denotara como J,(£2). Sea J(£2),

J(2), Iy, (2), T4, (2) y 3,,(€2), los subespacios correspondientes de funciones vectoria-
(1)

0,m-*

les o con valores en R

Proposicion 1. Una funcion f : Q) C R™ — Ry, es y-inframonogénica si solo si sus res-
pectivas componentes k-vectoriales, 0 < k < m, [f]x, son funciones v -inframonogénicas

también.

Demostracion. Debido a que la descomposicion canonica presentada en es Unica, en-
tonces como las respectivas componentes k-vectoriales son 1)-inframonogénicas, implica

desde luego que f lo sea también. Claramente se tiene
DYfDY = " DY[f]D.
k=0
Probaremos que para cada k, D¥|[f];D? es un k-vector. Se sabe que [f]r = >, fa€a

con |A| = k. También se aprecia que ¢' = > ", ¥iey, donde ¥t € R,y

02fA
Dw Dw E ) :
fAeA — — ¢'L 8@(‘9% GA%-

10



1.1 Aspectos basicos del Analisis de Clifford

Teniendo en cuenta que entonces ey = 3, Vit ereqe;, es evidente que cuando
k = [ prevalece un k-vector, o cuando k # [y ocurre cualesquiera de estas dos situaciones:
ke Al g Adle A k ¢ A. Perocuando k # [ y ademas tanto [ como k pertenecen o

no a A, entonces se tiene que exeq e; = —ejesex. Esto se aprecia por el hecho siguiente:

(—Dlley sijeA

€iepe; =
T (r)Ae, sij ¢ A

luego,
(—1)|A|€A6k€l sikeA
—€reAC] = Ale1 . )
(—1)' I+ eaere; Sl k ¢ A
(—Deqeer, sile A
—ejeey = et , :
(—D)AHe eer sil ¢ A
claramente se observa que exeqe; = —ejeqer. Como e’ = > ., ijerese;, ademas

de que i) = i,y que 0,.0,. f4 = O,.0,. f4, se anulan dichos términos, teniéndose
k¥l 7k i 7Ty g i
por tanto un k-vector, y desde luego si f es -inframonogénica lo seran también sus com-

ponentes k-vectoriales, asi se concluye la demostracion. 0]

Esta propiedad, en general, no se cumple para funciones (¢, 1)-inframonogénicas. Por

ejemplo, sea la funcion g : R? — Ry, definida en (2, donde 2 es la bola abierta centrada

en cero con radio 1, tal que g(x) = 2% — 2ejesx?xy — Lejesx3. Como se puede observar
g 1 2 1 2 2

€ C?(Q). Si se tienen los conjutos estructurales ¢ = {e1, e} y 1) = {es, €1 }, entonces:
g
2 82 82 829

d°g g g
DégD¥ = ¢, 29 79 _79
g “ 0x? 2t e 03 et el 0x107 et e 0x201,

€a.
Luego se obtiene calculando

D?¢D¥ = 1611 — 3ejeaxa)es + ea[—3ereaxs)e; + e1[—3ereax|er + e[ —3ereaxy|es
= 6e1eax1 — 31y + 319 + 3eqe1 1 + 3ese;x
= 66162371 + 66261371

=0.

11



1.2 Féormula de Borel-Pompeiu

Entonces la funcién g es (¢, ¢)-inframonogénica en . Si se toma [g]o(z) = 23, y se calcula
D?[gloD¥ = 6eieqgwy # 0 Vay # 0,

luego [g]o no es (¢, 1)-inframonogénica en (2.

1.2. Formula de Borel-Pompeiu

Es conocido que la solucién fundamental del operador D,, se obtiene como

Eo(z) = D Ei(2), (1.6)
donde
1
Bi@) = g, 7O (1.7)

es la solucion fundamental del laplaciano A,,, y o,, es el area superficial de la esfera unitaria
en R™[14].
De aqui que la funcién

1 =z

Eo(z) = ——— (1.8)

L O |£|m’

se conoce como nucleo de Clifford-Cauchy, y satisface en R™\{0} la ecuacion:
D,Ey = EyD, = 0.

Claramente si se tiene un conjunto estructural v = {',¢?, ..., ¢™}, sea z,, := > 1", 29",
y como —D¥D¥ = A,,, entonces el ntcleo de Cauchy o sea la solucién fundamental de

los operadores DY por la derecha e izquierda sera
Ky(z) = —-DY [Ey(2)] = - \I|m Zw% S

Se ha llegado asi en investigaciones en [7] y [8] al siguiente teorema:

12



1.2 Féormula de Borel-Pompeiu

Teorema 1. FORMULA DE BOREL-POMPEIU(CAUCHY-GREEN). Sea f € C'(QUT, Ry,,),
donde el dominio €2 € R™ posee frontera suficientemente suave 1", entonces se cumple

que

x) si x el
/er(g_i)nw /Kw }(g)d‘/(g) (J)C<_> st xiRm\QUF

(1.10)

Denotemos las funciones siguientes como

(The)(z / Ky(y e(y)dV (y) (1.11)

€)= [ Koy - Dnp)e(@as(w). z¢T. (112)
Estas funciones son conocidas como transformadas de Teodorescu y de Cauchy[5] [14] de
©, y es claro que segun

f@) = Cylf(@)] + Ty[D f(z)], zeQ. (1.13)

Generalizando la transformada de Cauchy para el caso de tener los conjuntos estructurales

'y ¢, se obtiene

(€u9)e) = | Koy = naly)eds). ¢ T. (114
Llegando asi a obtener una Férmula generalizada de Borel-Pompeiu[8]

Teorema 2. FORMULA GENERALIZADA DE BOREL-POMPEIU. Sea f € C'(Q U T, Ry ),

donde el dominio €} € R™ posee frontera suficientemente suave 1", entonces se cumple

[ Koty = 0ins) f@astw) ~ [ Kty = DDV ) =T (7). @ ¢ T
g (1.15)
donde

l — Dol
I, , := DT, (1.16)
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1.3 Conclusiones parciales

Observacion 1. E/ operador wa se conoce como I1-operador. Usando las notaciones ya

descritas se llega a que la formula generalizada de Borel-Pompeiu puede ser escrita como:

e f(x) + TLDY f(z) = T, [fl(z), z=¢T. (147)

En el caso de funciones 1)-monogénicas por la izquierda, la formula de Borel-Pompeiu se

reduce a una férmula integral de representacion de tipo Cauchy,
f@) = [ Kolu=0no@I @S, zeo (1.18)
Mientras que la formula generalizada toma la forma
(7)) = [ Koy =2 wist). zeo (1.19)

Como mismo se definieron las transformadas de Teodorescu y Cauchy por la izquierda
1.11]]1.12] también se pueden definir por la derecha, como

(T0)(2) = — / o) Koy — 2)dV(y)

(©0)(2) = / o)) Koy — 2)dS(y), z ¢ T.

Asi como la transformada de Cauchy por la derecha para el caso de conjuntos estructurales

diferentes sera

(€ 40)(x) = / o)) Koly — 2)dS(y), = ¢ T

1.3. Conclusiones parciales

En este capitulo se expusieron los elementos tedricos que serviran de base para analizar y
responder la pregunta cientifica de esta investigacion. Ademas, se realizé una observacion,
se definieron clases de funciones y se probd una proposicion que se usara posteriormente

en distintas demostraciones.
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Capitulo 2

Teoremas estructurales para funciones
(¢, 1)-inframonogénicas y para las
soluciones del sistema generalizado de
Lame-Navier

En este capitulo se exponen los resultados encontrados en la busqueda de una posible
férmula de representacion para funciones (¢, ¢)-inframonogénicas. En la primera seccion
se analizara el caso para funciones 1-inframonogénicas, donde se encuentra una férmula
de tipo Cauchy. Luego se encuentra una formula caracteristica para las funciones (¢, v)-
inframonogénicas. A continuacién se exponen propiedades de algunos de los operado-
res utilizados, y para culminar la seccion se inicia el estudio de la descomposicién de
Almansi para funciones (¢, v))-inframonogénicas. En la segunda seccién se retomara la
pregunta central de la investigacion sobre una natural generalizacion del sistema de Lamé-
Navier mediante operadores de Dirac. Esta dividida de manera general en cuatro partes:
la primera de ellas estara dedicada a presentar y justificar la generalizacion del sistema
de Lamé-Navier mediante conjuntos estructurales, y la presentacién de un lema crucial
para los posteriores resultados. Luego se ofreceran algunas ecuaciones generales de este

sistema generalizado que seran de apoyo para los resultados que se expondran. Poste-
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

riormente se exponen, mediante teoremas, caracteristicas de las soluciones del sistema
generalizado de Lamé-Navier bajo ciertas condiciones. Para culminar se mostrara cémo

construir soluciones del sistema mediante otras clases de funciones.

2.1. Teoria de las funciones (¢, 1))-inframonogénicas

Como se habia mencionado en la introduccién, la inframonogenicidad surge debido a la no
conmutatividad del producto cliffordiano. Esto evidentemente también provoca el surgimien-
to de las funciones (¢, v)-inframonogénicas. Se ha expresado ademas que las funciones
inframonogénicas son un caso particular de funciones 1-inframonogénicas, y estas a la vez
se incluyen dentro del espacio de las funciones (¢, v)-inframonogénicas. Pero una propie-
dad que es comun entre funciones f i-inframonogénicas y (¢, ¥)-inframonogénica, es que
son también 3-1)-monogénicas por la derecha, o sea f DY DY DY = (. Este hecho se debe
a que cuando la funcion f es i-inframonogénica, entonces DY fD¥ = 0, luego también
DYDY fD¥ = 0, que es equivalente a: fD¥ DYDY = 0. Sin embargo, cuando la funcién
f es (¢, 9)-inframonogénica, es decir, D? f D¥ = 0, también ocurre que D?D? f DV = 0,
pero entonces: D?D? fD¥Y = DYDY fD¥ = fD¥D¥D¥ = 0. Analogamente se demues-
tra que si la funcion f es (¢, v)-inframonogénica entonces también es 3-¢-monogénica por
la izquierda, o sea, D?D?D? f = 0.

Segun [17] se tiene que la solucién fundamental del operador D? D?|.] es:
Ky 4(x) := D*D[0},],

donde ©2, no es mas que la solucion fundamental del operador laplaciano iterado dos

veces A? | el cual se calcula como

@2 ( ) ‘£|2k—m
Xr) = .
20, (2 —m)(4 —m)
Calculando se obtiene: )
xXr
Kig(z) = =2

(2 —m)o|z|™’
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

donde z, = >, ¢'x; cuando z = Y ", ez
También se tiene que la solucién fundamental del operador D¢ D? D?|.] es
K34(z) = —D?D?D’[6)],

donde ©3 no es mas que la solucién fundamental del operador laplaciano iterado tres
veces A2 , el cual se calcula como

|x|6—m

Om(2) = 85 m(2—m)(4—m)(6—m)

Calculando se obtiene:

2iti¢'zyed’ :
<2Tm£¢ + 731729% + 2Tm£¢>|£|2 B zé

80 |x|™

K3,¢(£) =

Un importante resultado de [17] es precisamente que si f € C*(2, Ro,) se cumple que
x) = /K¢(y —z)ng(y) f(y)dS(y) — / Kog(y — l)n¢(g)D¢f(g)dS(g)

+ [ Kasly = nswD* D1 (w)aS() - [ Kuoly - 0)D°D°D*f()av )
2.1)

Como se ha mencionado anteriormente toda funcién (¢, 1)-inframonogénica es 3-¢-mono-
génica por la izquierda, luego resulta que para un dominio de Jordan @ C R™ de (¢, ¢)-

inframonogenicidad con frontera suave I', entonces:
D)= [ Koly—maly /Kw — () DS ()5
- [ Kooy~ s arwas

La formula no es de representacion para funciones (¢, v)-inframonogénicas, debido

(2.2)

a que toda funciéon que se puede representar asi no necesariamente debe ser (¢, ¥)-

inframonogénica.

Antes de ofrecer el primer resultado principal, se definieron primeramente los siguientes

operadores para funciones ¢ y Y, integrables en I" y () respectivamente

2ele) = | Koty - 2nulwp)y - 2)dS(y 23
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

e = Yot [ [ Bty - e wetisiy)] 2
A Ky(y — 2)x(y)(y — 2)dV (y) (2.5)

Tl ij o[ [ B onwarw] v 26)
€, ¢l /F Koly — 2)nu(y)(y)(y — 2)dS(y) 27)
eheln) = 3o [ [ B - mwetwisw)] v 28

También a partir de estos se deflnleron los S|gwentes dos operadores:
Cpp = [(?2,30 + €]
infi
Tyrex = Q[T?ix + Tyxl-
Estos operadores se definieron con respecto a conjuntos estructurales arbitrarios.

Lema 1. Las siguientes formulas se cumplen
(1) [Kp(y — 2)]v" = =" [Ky(y — 2)] + 2[Ky(y — 2)¢']
(2. Dy((f(y)Dy)(y — 2)] = (Dy f(y)Dy)(y — z) + 37, W' [f (y) Dyl

Demostracion. La prueba de (1) es inmediata. Para probar (2) se procede de la siguiente

forma
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Un resultado importante en este capitulo es el siguiente:

Teorema 3. Sea ) C R™ un dominio de Jordan con frontera suave T y sea f € C*(QUT).

Entonces se cumple que
fz) = [€y fl(z) + (€] f D¥](z) + [Ty"D" f D¥)(z). (2.9)

Demostracion. Sea x € )y tomemos un ¢ > 0 tal que:

B(z,e) ={y € R": [y —z[ < e} C Q.
Sea entonces . = Q\B(z, €) y sean:

o= / Ky — 2)DYI(f(5) DY) (y — 2)]dV (y)
Jo— / >l (y — 2" (T (W) Dy vV (1),

Una version de la formula de Stokes para funciones f, g € C'(QUT, R, ) es la siguiente:

/F 9(@)ny(z)f(z)dS(z) = /Q ([9(2)]D¥ f(z) + g(x) D¥[f (2)])dV ().
Luego aplicando esta formula y segln la )-monogenicidad de K, se obtiene que
I'= | Kyly —2)ny(y)(f(y)Dy)(y — 2)dS(y).

00

Del Lemd] se tiene que

I = / S {=w Koy — o)) (f(@) DY + 2(Ku(y — 2 o(f(y) DL YV ()

=Y [ / [Kzz;(g—z)}(f(g)Dw)dV(g] v =2 [ FwP)Kly - V()

Aplicando la férmula de Clifford-Stoke se llega a que

| By =0y + [ Kuly - o@DV W)

Qe B
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

_ / Eu(y — )n,(4) (/1) DyaS(y).
Entonces

y=yw [ 1B 1 rwopari)| o

_ Z " [ / Ey(y — o), () (f(5) DSy >} v =2 [ FDYKuly - 0V ()
Aplicando el LemdT]se tiene que
I o= / Kyly — 2)(DYFDY)(y — 2)dV(y)

Luego se obtiene

/Q Koy =) (DI = 2)aV(y) = | Koly = 0@ (@)D}l ~ 2)dS(y)

+Z¢ {/ By(y — ), (3)(/(y) DYdS(y W

Sw [ / [E1<g—@](D;ﬂf(yw;f’)dwy} o2 [ FWDKuly - DV ()

Descomponiendo las integrales de superficie anteriores como

/895 B /I" /{')B(:v,e) ‘

Pasando al limite

lim Ky(y — 2)ny(y)(f(y) Dy)(y — 2)dS(y) =
9B(z,¢)
como también
lim - Ei(y — 2)ny(y)(f(y) Dy dS(y) =

Consecuentemente se obtiene

iy | Ky(y=)nuw)(F0)D 0= [ Kolg=on)(f )y y-o)ds(y)

lim [ Ei(y — 2)ny(y)(f(y)DydS(y) = /F Ei(y — 2)n,(y)(f(y) Dy dS(y)-

e—0 90,
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

La integrabilidad de las funciones que aparecen en las integrales de volumen, implica que

lim/ :/.
e—0 Q. Q

| Koty = XDy D) 0 = 04V ) = [ Koly = s w)(F0) DY)~ 2)dS(0)

Haciendo ¢ — 0 se obtuvo

+ Zm: v { /F Er(y — z)n,(y)(f(y) Dy dS (g)} '

-S| [ 1B Dwsrwopavw] v - 2w,
Usando la versic'_m de la férmula de Borel-Pompeiu se tiene que
=27, (fD¥)(z) = —2f(x) + 2€], f(x).
Despejando asi f(x) se obtiene el resultado esperado en . 0
De este hecho obtenemos una férmula de representacion de tipo Cauchy para funciones
Y-inframonogénicas, como se enuncia en el siguiente teorema

Teorema 4. Sea () C R™ un dominio de Jordan con frontera suave T y sea f € C*(QUT).

Si f es ademas 1-inframonogénica en (), entonces
f(z) = [C}fl(z) + (€™ fD"](z). (2.10)

Este resultado generaliza al obtenido en [14] para funciones inframonogénicas porque
claramente estas son un caso especial de funciones v-inframonogénicas. Es de apreciar
la semejanza de las formulas si tan solo se cambia el conjunto estructural que determina

la naturaleza o clase de funciones.
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

2.1.1. Una representacion para funciones (¢, v))-inframonogénicas

El siguiente teorema, generaliza el resultado obtenido anteriormente:

Teorema 5. Sea) C R™ un dominio de Jordan con frontera suave T y sea f € C*(QUT).

Entonces se cumple que

I 4 [f](2) = (€}, f)(x) + [€§™ fD](x) + [T§"™D? f D¥](x), (2.11)
donde
I, = J,D°.
Demostracion. Sea z € ) y tomemos un ¢ > 0 tal que:
B(z,e) ={y e R": Jy —z| < e} C Q.

Sea entonces Q. = O\ B(z, ¢) y sean:

o= / Koy — ) DII(F(y) DY) (y — 2)]dV (y)

Joo— / Zf@ — 1) (f(y) DY)V (y).

Luego aplicando la version de la formula de Stokes y segun la ¢p-monogenicidad de K, se

obtiene que

I'= | Koy = 2)ne@)(F@)D))y — 2)dS(y)

Del Lemd]se tiene que

7= [ Sy - NP + 2y~ DDV

E7,1

—-> [ / [K¢<g—z>1<f<g>w>dv<g>] G -2 / ((9) DY) Koy — 2)dV (y).

Aplicando la férmula de Clifford-Stoke se llega a que

| B 0w0pwopive) + | K- 00wp)avy
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

— [ By - 2)ny(y)(f(y) DL)dS(y).

0.
Entonces

Jo o iqs [ 1B l0pr v | o

_ Z ¢’ U Ei(y — :v)m(g)(f(g)D;f)dS(g)] §—2 /Qs(f(g)Diyﬁ)K(é(g — 2)dV(y).

Aplicando el LemdT|en la variante:
Dy(f(w)Dy)(y — z)] = (DY f(y)Dy)(y — z) + Z ¢'(f

se tiene que
- g = /Q Kyly — 2)(DLf DY)y — 2)dV (y).

Luego se obtiene

/Q Koy —2)(Dy D))y —2)dV(y) = |  Ksly — 2)ns(y)(f(y) Dy)(y — 2)dS(y)

00 -

Yo [ [ B omwuwopsw) s

Y [ / [E@—z)](Dsf@D;ﬁ)dwg)} o' 42 [ (FWD)Kly - DV (),

Descomponiendo las integrales de superficie anteriores como

/BQ€ N /1" /8B(£B,E)

Pasando al limite se obtiene

lim [ Ky(y — 2)ne(y)(f(y) Dy)(y — 2)dS(y) =0,
0B(z,e)
asi como
lin | By = 2n,)(/@)D})5) = o
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Consecuentemente se obtiene

lim [ Ko(y—2)na(y) (f(y) DY) (y—2)dS(y) / Ko(y—2)ns()(f () DY) (y—2)dS(y)

e—0 9. -

lim [ By — 2)n,(y) (F(y) DY)dS(y) = / Ei(y - 2)n,(y)(f () DY)dS (y).

e—0 896
La integrabilidad de las funciones que aparecen en las integrales de volumen, implica que

lim/ :/.
e—0 Q. Q

| Kelu= 03D =0V (W) = [ Koly = 2inaw) (70D — a5 (0

Haciendo ¢ — 0 se obtuvo

3o [ [ - omwuwoisw)] o

>0 | [ - ol0p DV )] o - 200 @,

Usando la version de la formula de Borel-Pompeiu generalizadg1.15| para el caso por la

derecha se tiene que

~2T5(fD%) (@) = ~2IT;,,[f)(2) + 26}, . f ().

Despejando asi IT/, ;[ f](z) se obtiene el resultado esperado en m O

Luego se llega al siguiente teorema especifico para las funciones (¢, 1)-inframonogénicas

Teorema 6. Sea ) C R™ un dominio de Jordan con frontera suave T y sea f € C*(QUT).

Si f es ademas (¢, 1)-inframonogénica en (), entonces

I, ,[f](z) = [C ., f1(z) + [C5™f DY) (), (2.12)

donde
ro_ )
HW = T{bD )
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Observacion 2. Notemos que cuando ¢ = 1, es decir la funcion es -inframonogénica y
f € Ly(QRom), p € (1,00), se tiene que 1T}, ,[f](z) = f(z), siz € Q, segun anélogo
para el caso derecho en [8], y como 6;71# = C7, nos queda la formula a la que habiamos
llegado en[2.70,

Veamos el siguiente teorema analogo al que se demuestra en [8], pero su version a la

derecha.

Teorema 7. Sea§) C R™ y f € L,(2,Ry,,), p € (1,00), entonces para todo x € (2

tenemos que

115 4 [f] /f YAgp(€ —2)dE — f(a )E:;nwld)l, (2.13)

donde Ay (£ — x) = [E4 (€ — z)]Dﬁ’Di-

Luego podemos llegar a la siguiente proposicién a partir de y

Proposicion 2. Sea ) C R™ un dominio de Jordan con frontera suaveT y f € C*(QUT).

Si f es ademas (¢, 1)-inframonogénica en §), entonces para todo x € () se cumple que

f( )ZZ 1 wlgﬁl

= [ 108l ~ s = (€ 1)0) ~ (€5 D). (214
donde Ay (¢ — z) = [Er(¢ — 2)] D¢ Dy

En la seccion siguiente se demuestran algunas propiedades basicas de los operadores

integrales utilizados anteriormente.
2.1.2. Propiedades basicas de las transformadas de Cauchy y Teodo-
rescu

Sea la funcién F' definida en R™ \ I" como

F(z) =C5™f(z), [eC(T),

se probara que F' es ¢-inframonogénica en este dominio. Para ello, sea el siguiente Lema:



2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Lema 2. Se cumplen las siguientes relaciones

(1). [EBKy(y —z)]D? =Y ¢'BEy(y — z)¢'

=1

D = 2K,(y — 1)B+ Y ' BE,(y — 2)'

i=1

> ¢'Ei(y — z)B¢'

i=1

(2).

donde B es un numero de Clifford.

Demostracion. Por cuestion de comodidad se entendera por Ey y K4 como Ei(y — )y

Ky(y — x) respectivamente,

(1). [@BKy|D? =Y "[¢'BK, + 20;(BK,)|¢' = Y ¢' BK o'

i=1 i=1

(2. |Y ¢'EB¢'| D= ¢'Bg'ED’ =~ ¢'B¢'K,, luego aplicando la relacion
i= =1

1 =1
(1) del Lemd[] se obtiene lo deseado.

Teorema 8. Seal suave y sea f € C(I"). Entonces
(€57 f ()] DS = €, f(z), z€R™\T. (2.15)

En particular, C}™f es ¢-inframonogénica en R™ \ T.

Demostracion. Primeramente se observo que
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Luego aplicando la relacién (1) del Lema[2] se tiene que
er@Ing = -3 0 [ el ) Koty — DS w6

Ahora se calculé [C, f(xz)]Dg como,

2102 = (36" [ Fily— Do S S}

- Z [ By ~ 2nela) 1)1 DS ).
Usando la proposicién (2) del Lema[2]se llega a

Lr@ID: =23 [ Kaly-ns s +>- 6" [ oW Kaly-2)dS )"

Por tanto,

(€5 (@))D2 = (L7 (@)D} + [€Lf()]DE} = CLf(a).
La ¢-inframonogenicidad de Gfg”af es obvia debido a la ¢-monogenicidad por la izquierda
de CLf. O

Debido a la estructura similar de €™ f y 7" f y mediante un calculo analogo al realizado

se llega a que
[T5"f (@) Dg = T f(z), z€R™\{QUT}, (2.16)

y por la ¢-monogenicidad por la izquierda de %f, claramente implica la ¢-inframonogeni-
cidad de 7" f en R™ \ {QUT}.

La relacion descrita en [2.16] es valida también en ) debido a las caracteristicas de las
singularidades del integrando en ‘I(’;’”af. Una generalizacién al resultado que se obtiene en

el Teorema 8.2 en [18] es: Di[‘Iéf] = f en €2, con ello se obtiene la identidad:
DYTE™ f(2))Dg = fla), z € (2.17)

Obsérvese lo siguiente:
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Luego segun la formula obtenida en se tiene precisamente que
[f(2)]D¥ = [€g" f(x) Dy|Dg + [T§" D3 f () Dy Dy (2.19)
Utilizando las relaciones y se obtiene
[f(@)]D¥ = Cy[f(2)Dy] + Ty[Dy f(z) D3], x e R™\{QUT}.

Como se puede observar cuando se aplica el operador Dg por la izquierda en se

obtiene una identidad. Véase que cuando f es (¢, ¢)-inframonogénica se llega a que
[f(@)]Dy = Cylf(z)Dy], z¢T. (2.20)

Lo cual es claramente la férmula de representacion para la funcion [f(z)] DY, que como
sabemos es ¢-monogénica, ya que f es (¢, 1)-inframonogénica.

Apréciese ahora un hecho bastante interesante. Cuando f es (¢, ¢)-inframonogénica, de
acuerdo conse tiene que H;yw[f] es ¢-inframonogénica para el mismo dominio. Luego
se puede aplicar la formula descrita en [2.10] para el caso del conjunto estructural ¢. Se

obtuvo lo siguiente:
I 4 [f1(2) = [€3IT} , f](x) + {CE™[(TT;, . /) D] } ().
Lo cual es equivalente a:
I s [f](2) = [CHIT; . f](2) + [€57(fD¥)] (2).
Luego por la validez de se concluye con el teorema siguiente:

Teorema 9. Si f € C'(QUT), I suave, se evidencia la relacién
(€5 f1(z) = [C4IT, , fl(z), z ¢T. (2.21)

Otra de las interesantes propiedades de II-operador que se aprecia en Corolario 4 en [8]

es:
I, JI0, ,[f] = f. (2.22)
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Si se aplica IT, ;[ f] en[2.11] se obtiene que
f(a) = (€5 411 4 fl(z) + [€g"f D?) () + [TE"D? f D) (2),

y aplicando la relacion obtenida en se obtiene la ya conocida representacion con
respecto al conjunto estructural ¢ para f obtenida en

Segun [17] se tiene que la solucién fundamental del operador D?D¥|[] es
K4u(z) := D¥D?[O3],

donde ©2,, como se habia mencionado, no es mas que la solucion fundamental del opera-
dor laplaciano iterado dos veces A2, el cual se calcula como

‘I|2k—m
20,(2—m)(4 —m)’

O, (z) =

Segun la proposicion 2 de [17] se tiene que

Py g(z)

donde P, 4(x) es un polinomio homogéneo de grado 2.
Uno de los importantes resultados de [17] es precisamente que si f € CQ(Q, Ro.m) se

cumple que

= [ Kolu= 0@ wisw) = [ Kovlo—omoy) D" F5)ds(y)

+ / Ky (y — £)DPD¥ f(1)dV (y).
Q

Luego se aplico esta férmula a la funcion [TQf]D% acorde a que sea de clase C2(Q, Ry ,,,)

obteniendo lo siguiente

71D () / Ky — )nu()[TLF1D% () / Koy — 2)ns(y) F(y) D¥dS(y)

-1—/K¢7¢(Q—E)D¢f(y)Dde(g)‘
Q

Aplicando la férmula de Borel-Pomepeiu se tiene que

[ Kel=no@ELAD* s = TLAP @+ [ Ku-2)I DIV (). 2 €9



2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Es claro entonces que se cumple que

| Kty = 2D v + [ Kosly =)D F) DV (o)

~ [ Kosly = 2ns( s wD*a5(w),
Luego cuando f es (¢, 1)-inframonogénica se tiene la relacion
[ Ky =20 1wV (w) = [ Kowly = ool @) D"dS(y).
Es decir:
[T5,fD¥)(z /Kw — 2)ny(y) f(y)D?dS(y), z € Q. (2.23)

Es claro que si f es (¢, v)-inframonogénica se tiene que fD¥ también lo es. Por lo tanto

de acuerdo a[2.23|se tiene que
TP D) = = [ Kouly = 2now) (D" DV dS(y), 2 €0
O sea,
TDD ) = [ Kooy~ 2nswAS)dSw). 29
Luego aplicando la férmula de Borel-Pompeiu[1.10|se llega a que:
DVf — UD*1) = [ Kowly - s F)ds(w). z €.
Es decir se tuvo una apreciable relacion,

D¥f = €y[Df]+ / Kyu(y — 2)ns(y) Af(y)dS(y), = €. (2.24)

Véase que cuando f es (¢, )-inframonogénica entonces DY f es v-inframonogénica, por

lo que aplicando la férmula de representacion descrita en [2.10] se tiene que

€ (D f]+ €1 D¥ f D] = €L [D ] + / Ky (y—2)no(y) Af(y)dS(y), z € Q. (2.25)

Obsérvese una peculiaridad en My es que como fDY es (¢,)-inframonogénica cuan-

do f lo es también se tiene que

DYfDY = CL[D" DY), z €.
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

Esto es evidente ya que DV fD¥ es 1)-monogénica por la izquierda cuando f es (¢, 1)-
inframonogénica, pero una vez mas se observa la crucial diferencia entre la funciones
Y-inframonogénicas y las (¢, ¥)-inframonogénica.

Notese que segun la férmula de Borel-Pompeiu en su version a la derecha y la repre-

sentacion[2.9] cuando f es (¢, ¢)-inframonogénica implica la siguiente relacion:
CIl"™[DY fDY] = T, [D¥ fDY]. (2.26)

Las funciones (¢, 1)-inframonogénicas provocan, debido a su naturaleza, modificaciones

estructurales en la mayoria de los operadores usados que actuan sobre ellas.

2.1.3. Descomposicion de tipo Almansi para funciones (¢, ¢)-inframo-
nogénicas

Almansi [1] descubri6 in 1898 que cualquier funcidén poliarménica (de grado k) f en un

dominio con forma de estrella {2 C R™ (con respecto al 0) puede ser descompuesta como

f@) = fole) + 2P fi(z) + - + |z froi (),
donde fy, ..., fx—1 son armdnicas en ().

Un dominio es llamado con forma de estrella con respecto al punto z, si cualquier punto

z € () puede ser conectado con z, mediante un segmento contenido en 2.

Se llama funcién poliarmonica de grado k£ aquella que anula las k- iteraciones del operador
de Laplace A,,. En particular, las funciones biarménicas requieren especial atenciéon por

sus importantes aplicaciones en Fisica e Ingenieria.

Recientemente en [13] los autores establecieron una descomposicion tipo Almansi en un
dominio con forma de estrella para las llamadas funciones polimonogénicas (k-monogénicas

funciones).

Acorde al Teorema 2.1 en [13], todas las funciones polimonogénicas f en un dominio con

forma de estrella {2 pueden ser descompuestas de forma Unica como

fl@) = file) +z folz) + -+ 2" fra,
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2.1 Teoria de las funciones (¢, ¢))-inframonogénicas

donde f1, ..., fr_1 son monogénicas por la izquierda en ).

Véase las siguientes proposiciones:

Proposicion 3. Sea f; ¢-monogénica por la izquierda, fs 1»-monogénica por la derecha, y
f3,f1 ambas ¢-monogénica por la izquierda y 1)-monogénica por la derecha en (2, entonces

la funcion
f=h+fa+t fszy +z4fa

dondex, =3 " ¢'wiyxz, => " V'z;, es alavez (¢,)-inframonogénica y armdnica.
Demostracion. Veamos que
D?f =D’f,+ D¢(f3£¢) + D¢(£¢f4)-

Pero como, D?( fsz,) = (D? fs)xz,, +w(f3) ¥ (24f2) DY = z4(f2D?) + w(fs), entonces se
tiene que

D?fD¥ = w(fs)D¥ + D%w(fs) = —2D% fs — w(fsD¥) — 2f4D¥ —w(D’f,) = 0.

Por otra parte,

Af ==D?D(fsxy) — (2,f2) DY DY = =D%w(f3) — w(fs) D¥
= 2f3D¥ + w(D? f3) + 2D° fy + w(foD¥)
—0

Una proposicion analoga a la anterior es la siguiente:

Proposicion 4. Sea f; 1»-monogénica por la izquierda, f> ¢-monogénica por la derecha, y
f3,f4 ambas 1)-monogénica por la izquierda y ¢-monogénica por la derecha en (2, entonces
la funcion

f=h+ Tt fszy+ /s

dondex, =>" ¢z, yx, = . Pz, es alavez (1, d)-inframonogénica y armdnica.
¢ i=1 y P =1
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Demostracion. Veamos que
DYf=DYf,+ Dw(fiﬁqs) + Dw(&pﬁ)-

Pero como, D¥(fsxy) = (DY f3)xy+&(f3) Y (zyfa)D? = z4(f2D?) +&( f4), entonces se

tiene que
DY fD? = &(fs)D? + DYQ(fs) = —2DY fs — &(fsD?) — 2fsD? — H(D¥ f,) = 0.

Por otra parte,
Af ==DYD*(fszy) — (x4 fs) D?D® = —=D*Q(f3) — &(f1)D?
= 2f3D% + &(DY f3) + 2D fy — &(f1D?)
= 0.
0

Por tanto, dependiendo de cémo sean las funciones fi, fo, f3 y fi, sera la funcion f.
Apréciese que siguiendo esta estructura de la funcion f no se puede construir ésta de
manera tal que sea a la vez (¢, ¢))-inframonogénica y (¢, 1’)-arménica por la izquierda o
por la derecha, o que sea (v, ¢)-inframonogénica y (¢, ¢)-armdnica por la izquierda o por

la derecha.

2.2. Sistema generalizado de Lamé-Navier

En [15] se ha establecido una reescritura del sistema de Lamé-Navier en términos del
siguiente operador:

Lj{,“ﬁ = U1D£6D£ + nleDgﬁ,
donde n; = %A yne = @ Ya que precisamente

D2i = —grad(div @) + rof(rot @),

D,iD, = —grad(div @) — rot(rot i).
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Luego generalizando este operador de forma natural para conjuntos estructurales ¢ y 1) se
tiene el siguiente:

L¥ il = aD*IDY + BD? DY, (2.27)
aMB
en el cual también sus coeficientes dependeran de i y A de la misma forma que 7, y 7.

Luego el sistema

L* il := aD®iDY + BD? DY = 0, (2.28)
aMB
se nombro sistema generalizado de Lamé-Navier. A continucidn se explicara por qué se

llegé a este nombre.
Claramente como @ € R?, entonces admite la representacion @ = lu; + 2uy + 13us,
donde ¥ € v Vi = 1,3y u;,7 = 1,3, son sus respectivas funciones escalares compo-

nentes con relacion al conjunto estructural v. Véase que

ou; . . 5 Hu ou; . .
2 DY — T Ikt — L /YN PR

3

DVii = ZWW?—Z -—>

ou; - 0u;
i i3 Y%

i=1 i£j
Por tanto,
DQS—’D#J - i J kojgoni 229
! szaﬁ Ox;0x; + ;qﬁ vy Ox;0xy,’
’ i#j
’ i

Se definieron entonces por la naturaleza intrinseca de su forma las siguientes generaliza-
ciones de lo que hoy se conoce como gradiente para una funcién escalar g y divergencia
de un campo vectorial u;

grad,g := D¢g,

.S > aui
divyu = Z .
i=1 ¢
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Entonces es claro que,

D®@D? + D? D% = —2grad,(div,i)

DYDY — D°D¥i =2 ¢y ———
i,7,k

i#j
Pero este ultimo resultado tiene mucha semejanza al rotacional del rotacional de un campo

&rlam i

vectorial, y lo lleva en su interior para el caso clésico, o sea, ¢ = ¥ = {e,eq,e3}. Se
k ou; L — . . .
denot6 a Z” k PFpiyt B aka := rot, U, luego se tiene que el sistema generalizado de

Lamé- Nawer smtetlza lo siguiente:
(o + B)grady(divyii) + (8 — a)roty i = 0.

Debido a todos estos resultados que hacen visibles marcadas semejanzas con el sistema
clasico de Lamé-Navier se nombro a [2.28|como sistema generalizado de Lamé-Navier. El
alto grado de flexibilidad que supone la consideracion de conjuntos estructurales arbitrarios
en la ecuacion de Lamé-Navier generalizada, sugiere que este sistema puede conducir a
una amplia gama de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que podrian tener un

interés no solo matematico sino dentro de la Fisica.

Proposicion 5. Si un campo vectorial it € C3()) es solucién del sistema generalizado de

Lamé-Navier, o sea, i € Ker|L}, ], entonces i es 3-1)-monogénica.
a75

Demostracion. Si i es solucion del sistema de Lamé-Navier, entonces:

L% i = aD?EDY + 8D DYii = 0,
a7/8

luego
aD?D?iDY + BD*D?D¥ii = 0,

esta relacion es equivalente a

atilD¥YD?D? + DYDY DV = 0.
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Pero como @DYD? = —%D’/’ﬁD¢, se obtiene:
042
—ED%?D‘f’D‘z’ + B8DY DYDY = 0.

Por tanto, )
(5 - %)Dd’Dwa* —0.

Debido a que se obtiene una contradiccién con los coeficientes de Lamé entonces nece-
sariamente 3 — % # 0, concluyendo asi que DYDY D¥i = #D¥ DY DV = 0. O

77777

Sk = Y. ©¥alSk]a, donde [Sk]4 son las respectivas funciones componentes de S; con

relacién a v 4. Se definieron en lo adelante las siguientes funciones peculiares:
v(f) =D W, w(f) =D ' D) =) vife
=1 i=1 =1
El siguiente lema es crucial para la prueba de los resultados que a continuaciéon se expon-
dran.

Lema 3. Sea f : R™ — Rg,,, z = Y ity Y'x;, donde ¢, i = 1,m, son los elementos del

conjunto estructural 1, x; € R;i = 1,m, y S, = >_ 4 ©¥a[Sk]a, entonces:

(1). D*(fz) = (D*flz+v(f), (zf)D¥ =z(fD?)+v(f)

(2). D*lv(f)] = =2fD¥ —v(D¥f), [W(f)|D? =—-2D"f —v(fD?)

(8). D*w(f)|D¥ =v(D¥fD¥), [v(f)]D*D¥ = —Av(f) =v(DYD*f) = —v(Af)
(4). [w(fIDYD? = —Aw(f) = w(D*DVf) = —w(Af)

(5). v(Sk) = (—=1)** (m — 2k)S,

(6). D?w(f) =—2fD¥ —w(D?f), w(f)D¥=-2D°f —w(fD?)

(7). D?lw(f)|D? = w(D?fD¥)
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8). D*(fz) = (D’flz+w(f), (zf)D?=z(fD?) +a(f)
(9). DYD?(w(f)] = —2D¥ fD¥ — D¥[w(D? f)]

(10). w(D¢D7/’f) = 2DV fDY¥ — D¢[w(D¢f)]
Demostracion.

(1).

Y o,
(Zwlaf ) £ iy
(D f)z+v(f)
e =3 22,y
:i wrvegl]v
{4t
= 2(fD%) + v (). 7
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D¥[v(f

w()]ID¥

D¢waw
= > W0, Y

1<i,j<m

Z W (Ou, f)

1<7, ]<m

:_Zaf

Y+ Z W (O, )Y

1<z ]<m

— > W (0, )Y

i#j
1<7,5<m

:_Za )
:—228 b

— (2 V0NV = Y VW 0n)Y)

1<i,5<m
1<z _7<m

— > W (O, )Y

1<i,5<m

= —2fD¥ —v(DYf).

=) v'fhpY

= D 0, N

1<i,j<m

= D VO + Y (O, )

i=j
1<i,j<m

== ¢ (Onf) -

i#j
1<i,j<m

> (O,

ij
1<i,j<m

D NP = Y G (0n )Y
s 1<t <m

> O Y

1<i,j<m

= 2DV f — uv(fDY).
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. Por (2) se tiene que:

DUlv(f)]D¥ = =2D"D" f — D"[v(fD")]
= —2DYDVf — [-2fD¥YD¥ — v(D¥ fD"]
=v(D"fD"),

y la segunda proposicién es evidente ya que D¥ DY es un operador real.

. Esta proposicion también es evidente pues claramente D¥ D¥ es un operador real.

. Noétese que

j i (_1)‘A‘¢A si j €A
Yipay? = {(1)A+1wA sijdA

llegando claramente a que >~ Y7417 = (—=1)*1(m — 2k)1) 4. Obteniendo asi el
resultado esperado: Y 7, 17 Spp? = (—1)" 1 (m — 2k)S;.

> SOOI
Y e Y @
1<z.]]<m 1<;7;J<m
=0 Y G
i=1 i#£]

1<i5<m

= —Z (O, f)0 Z & ¢ (0, )1 +Z (O, f)

= —22 (O, f) Z & ¢ (Or, )1

= —2fDY —w(D?f).
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(7).

W(f)DY = D ¢ (0, [y

= Y SO+ Y IO Y

i=j i#£]
1<s j<m 1<i,5<m

=—Z¢"5‘ D= > 0N

i#j
1<4,5<m

———Z¢’8 J) - Zwa fwwaw 1))

= —22 & (Ou f) = D & (On, )
oD (gD
Usando (6) se llega a que:
D?lw(f)|D¥ = —=2fDYD¥ — w(D?f)D¥
= —2fD¥D"¥ — [-2D?D?f — w(D? f D¥)]
= w(D?fDY).
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= O(zf
-3 e

> | +agt] ¢
=_< L >+Zw¢

z(fD?) +a(f).

(9). La prueba es inmediata aplicando la propiedad (6).

.

(10). Tomando en la propiedad (6) la funcién DY f se verifica la proposicién.

2.2.1. Resultados generales

En esta seccion se expondran resultados generales para las soluciones del sistema gene-
ralizado de Lamé-Navier, y se llegaran a las formulaciones de ecuaciones esenciales para
los préximos resultados.

Sea el sistema:

L: i = aD%iDY + BD*D%ii = 0. (2.29)
067/8

Tomando la funcién ¢ = awD¥ + 3DV, luego es claro que si @ es solucidon de
entonces D?g = 0. Aplicando el Lema [3] se tiene que D?(gx) = (D?g)z + w(g) = w(g),
luego D?(ga) DY = w(g)D¥ = —2D%g — w(gD¥) = —w(gD").

Por otra parte § = a DV + BuDY, entonces

2 2
D?G = aD?D%i + BD%iDY = (3 — %)D%Dw = (a— 5—)D¢Dwﬁ, (2.30)
(6]

ya que D?D¥i = —%D¢6D¢.

Véase que
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w(gD¥) = w(aiD? DY + BDYuD")

= aw(@DYD") + Bw(DYuD")

= a[-2D%iD¥ — w(@D")DY] + B|—2D? D% — w(D% @)D"

= a[-2D%aD"¥ — (—2D%i — w(@)D¥)D¥] + B[—2D? DY — w(D¥i) D]
—aw(A#) + 2aD%iDY — fw(DY@)DY.

Ademas

D¥g = —aAi + BDYiDY.
Por tanto,

D?DYG = —aD? Al + fD®DYuDV
= —aD?Ai — aD?iDY DY
= —aD?Ail 4+ aD?Aii
= 0.

O sea que g es (¢, 1))-armdnica por la izquierda. Entonces se tiene que:

D¥(gz) = (DYg)z + v(9)
D?D*(gz) = (D*D¥g)z +w(D*g) + D*v(g)
= w(D¥g) + D*v(g).

Calculando
v(g) = av(DY) + Bv(aD")
=a{-2aD" — D*[v(@)]} + B {—2D"u — [v(@)D"}
= o (—2uaD¥ — DY) + B (—2D"i — uD")
=—29—79
Luego
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Entonces, )

D*D¥[gz — (%~ a)il) = w(D¥g) = w(gD®).

(0%

Llegando asi al resultado:

2

D?DY {gg — (5— — a) ﬁ} + D?%gzD¥ = 0. (2.31)
a

Ahora véase que

DY (gz) = (DYg)z + v(g)

D?D¥(gz) = (D?D¥g)x +w(D¥g) + D?[v(g)].

Pero,
v(g) = av(@D") + Bv(D"a)
= a[-2DYd — v(@)D¥] + B[—2uD¥ — DYv(u))
=-29—9.
De donde
D?[v(g)] = —2D%G = 2(%2 — a)D?DV1i.
Asi como
w(D%g) = w(gD¥) = —2Dg — w(g) D”.
Pero
D%(gz) = (D’g)z + w(g)
D®(gz)D? = [(D*g)a] DY + w(g)D*
w(g) = aw(D¥d) + fw(aD?)
= aw(DY1) + B[—2D%i — w(it) DY)
w(g)D¥ = aw(DY@)D¥ — 28D%iDY + Buw(Ad).
Luego,
gw(g)pw = fw(D%@) DY — ngﬁm + %Qw(mz)
= —w(gD¥) — aw(A) + 2aD%iDY — %Wmm + %QW(M).
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Entonces,

w(g)D¥ = —%w(gm’) + (B8 — %)M(Aﬁ) + 2(%2 — B)D%uDY.

Donde se llega a los resultados siguientes:

D?(gz)D¥ = [(D?g)z] D¥ + %D¢(9£)Dw + (5 — a—Q) w(AT) + 2 (a—2 - 5) D*aDY

B B
(2.32)

DD (g) = (D D¥g) — 2 (6 - %) DEDY + [(D*G)2] D* — D*(ga) D

52 (233)
+2 (— — a) D? DY

(67

Sustituyendo (2.32) en (2.33) se tiene

2 2

D?D¥(gz) = (D*D"g)z — %m(g@m + (% - 5) w(AT) +2 (% —a| D?DYi.
(2.34)
Usando se llega a que
2 2 2
D?D¥(gz) = (D?D¥g)x + %D¢Dw(§z) + (% - B+ % - 2a) DDV

+ (%2 — B) w(Ad).
O sea,
(2.35)

Las ecuaciones (2.31),(2.32),(2.33),(2.34) y (2.35) seran muy utilizadas en los préximos

resultados.

2.2.2. Casos Particulares

En esta seccion se abordara el estudio de casos particulares en una primera parte, tanto

en la estructura del operador generalizado de Lamé-Navier(2.27) como en las soluciones
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

de su sistema(2.28). Para una segunda parte se tratara la tematica de construccién de
soluciones de este sistema, que sera un paso esencial para la intuicion de una posible
estructura de las soluciones. Se trabajara solo para el caso tridimensional, a menos que se
especifique lo contrario.

Para iniciar se demostrara el siguiente teorema:

Teorema 10. Si un campo vectorial i satisface en Q1 C R? el sistema generalizado de
Lamé-Navier(2.28) cuando ¢ = 1, es decir

Lr it = aDYiD¥ + DY D"ii = 0,
a’ﬁ
entonces este admite en () la representacion

-

ﬁ:ﬁ+u

donde h € H(Q), e i€ 1,(Q2). Ademas esta representacion es Unica salvo un campo
vectorial de la clase J((2) N1, (€2).

Demostracion. Se asume que 4 es solucion de £* @ := aD¥uD¥ + BD¥D¥d = 0. Sea
a7/8
g = auDY + BDY¥4. Claramente g es una funcién 1»-monogénica por la izquierda en Q

que toma valores en R, 3. Ademas en virtud del Lema (3| se tiene que D¥(gz) = v(g) y

entonces )
D¥(g2)D* = ~1(gD") = ~gD" = (75 — §)DVaD"
y
/32
DYD¥(gz) = —2gD¥ = 2(— — a)DYDV1l.
(6%
Luego,
042
D¥[gz — (5~ B)i|D¥ =0
y 2
DYDV[gz — 2(~— — a)i] =
Sea entonces [ := gr — (%f —B)iiy H := gz —2(% — a)il,ycomo I € Jp, H € I, se
llega a que
2 2 2
(%—ﬂ—%nLQa)U:H—I
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

La cuestion ahora es que %2 — 5 — % + 2 # 0, 0 equivalentemente, que (a + 23)(a? —
%) # 0, pero esto se cumple porque de no ser asi se llega a una contradiccion con las
restricciones de los coeficientes de Lamé clasicos; pues si & = —2/3, entonces \ = —%/L,
pero \ > —§/~b, y de la misma forma se llega a una contradiccion para el otro caso. Por
tanto, se tiene que

u=h+1 (2.36)

donde

Oé2 2 042 2

2 2
h=(——-B8—"—+42a)'H, i=—(——-8—"—+2a)" 'L
(G == +20)H, i= (G~~~ +20)
Como h € H e+ € Ty, la representacion deseada se obtendra claramente usando la
Proposicion 1 y tomando la parte 1-vectorial en ambos lados de (2.36).

Sea u = h; + i otra representacion de la solucion u de este sistema, entonces
h+Z—h1—Zl :0,
por tanto, i — hy = i1 — i, luego como h — hy € H e iy —1 € J; escogiendo s = h — hy =

i1 — i, claramente se obtiene que § € H(Q) NJ,(€2). Concluyendo asi la demostracién. [

El siguiente teorema es aplicable para el subespacio Ker L% ] N H N Jy:
a75

Teorema 11. Si @ es solucién de aD*uDY + SD?D¥@ = 0, es ademds arménica y 1)-

inframonogénica, entonces admite la representacion
u=nh+1,
donde h € 3y ,(2) ei € Ty (€2).

Demostracién. Sea g = aiiD¥ + BDV. Entonces, D?g = 0, D¥g = 0y gD¥ = 0. Lo que
posibilita que, D?(gz)D¥ = 0, y segan @34), D? D¥(gz) = 2(~ — ) D? D¥i. Luego,
2

D?D"[gx — 2(% — )i = 0.

Seaentonces [ := gxy H := gx — 2(%2 — a)i, luego tenemos que

T=h+i,
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

donde ) ,
2 2
h=(a— 2211 = —a -
(0] «
siempre que o — %2 = (), pero esto siempre ocurre pues de ser « = 0 a = —[3 se llega

a una contradiccién con las restricciones de los coeficientes de Lamé clasicos. Y como

h € Hyp(2) i € Jy,4(€2) se concluye la demostracion. O

En los siguientes teoremas se suprime una de las condiciones del teorema anterior para .

Teorema 12. Si i es solucién de aD?@DY + BD*DYi = 0, y es ademéas armodnica,
entonces admite la representacion

T =h+i,

donde h € 3y ,(2) ei* € Ty »(2).

Demostracién. Sea g = auD¥ + SDYi. Entonces, D¥g = aD¥uDY + BDYDYd =
aDYiiDY. Luego, como D?D%g = D*GD¥ = (8 — %) D*aDV DY = 0.
Por tanto, aplicando las proposiciones del Lema[3]y (2.35), se llega a que,

D?D¥(gzx) = %D¢Dw(§£) + (%2 — B+ 2%2 — 20) D DY

Véase ahora que la funcion (g — 5g)z = (6 — O‘%)(Dd’ﬁ)g. Entonces,

2

Dl(g = Gg)) = DVI(6 — ) (DVi)
2
=(B—%ﬁKDMWm@+uuwm]
a? . .
= (8- ?)(—Zqu — DY4).
Por tanto,
D~ Sa)aID? = (3~ (20D — D) = (3 - T2 1) prap
Luego ) 2
D¥[(g - %E)@ — (20—~ 25% - %)ﬁ]m =0
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Y como

Entonces se puede decir que:
D?D¥|(g— %9z — (20— B— L5 + )i+ (20— B— L5 + % — 2+ §— 25 4 90)if] = 0.

BB
O sea,
2 3 2 2 3 2 2
D‘bDw[(g——g)x—(2a—ﬁ—%+%)ﬁ+(4a—%—%)ﬁ]:O

S%J%:@—Emg—@a—ﬁ—%§+%ﬁwfh=(—%mz—@a—ﬁ—%?+%w+

u=h+1",
donde h = (4a — 25%3 — %)‘11{ e = —(4a — 2/%5 — %)‘11", siempre que 4a —
25%3 — % = (; pero esto siempre ocurre pues cuando se hallan las raices de la ecuacion
correspondiente se tiene que:
208 232
4a—gg—%;:0@2&+&f—gﬁ¢:0@45—@%5+®2:Q
perode ser 5 = a0 f = —a, ocurre una contradiccion con los coeficientes de Lamé clasicos.

Desde luego que h € 3, () e i* € Iy 4(2), con lo que se concluye la demostracion. [

Teorema 13. Si# es solucion de a D DY +3D? DV = 0, y es ademds 1) -inframonogénica,
entonces admite la representacion

@ =h+i,

donde h € :H:¢,¢(Q> et e jw,qs(Q).

Demostracién. Sea g = aitD¥ + D¥i. Como DY@ DY = 0, entonces

2
LWD¢g:lﬂ?D¢:(a——ﬁﬁLWDwﬁDwzo.
[0

Por otra parte usando (2.31) se tiene

D?(gz)D¥ = —w(gD¥) = —w(—aAi+BD"iD?) = aw(Ad) = —D‘bDw[gg—(%Q—a)ﬁ].

(2.37)
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Sustituyendo (2.37) en (2.35) se tiene

a2 2&2 2

DD lge— G- (5 - 6+ 2 ~20)1) = (DD )+ (5 - D DVga— (2~
(2.38)
Y reduciendo, , \
D?D¥[(g — ﬁg)x - (% + 6 —2a i )] =0 (2.39)
Pero como g — §§ =(a— %)ED’*. Entonces,
DY[(#D¥)z] = v(@D"¥) = —2D"i — wD".
Luego, D¥[(«D¥)z]D? = (§ — 2) D¥uD?, teniendo que
2
D¥l(g - Sg)z— (a = )G -2 o (2.40)
Llegando a que
2 2 2 3
D0y~ D)= o= )G -2+ (0= DG - ma- (2 520D =0
2 2 3
DD¥l(g~ Sg)e — (a = (G ~ i+ (5~ 20+ Dy —o

Sea I := (g—2g)z—(a—2)(§-2)iy H := (9—2g)a—(a—)(§-2)ii+(%5—26+%)

entonces claramente « admite la representacion

u=h+1",

donde h = (O‘Tf —a—28+ ) 'Hei* = —(% —a—20+ 5—3)‘11* siempre que

F — 20 + s # 0, pero esto siempre ocurre pues cuando se hallan las raices de la

ecuacion correspondlente se tiene que:

2 3
%_25+ﬁ__0@54”‘4—20‘252:0@(ﬁ—a)2(5+a)2=0,
perode ser 5 = a0 § = —a, ocurre una contradiccion con los coeficientes de Lamé clasicos,
y desde luego como h € H, ,(€2) e i* € Jy 4(€2) se concluye la demostracién. O
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Todo parece indicar que hay una vinculacion entre las soluciones u de (2.29) y las funciones

(1, ¢)-inframonogénicas. Veamos lo siguiente,

Teorema 14. Si es solucion del sistema
aD*@DY + BD*D¥d =0
aD¥iDY + BDYD¥d = 0

entonces admite la representacion

donde h € 3, ,(2) ei* € Iy »(2).

Demostracion. Sea g = aiiD¥ + 3D¥i. Entonces D?g = 0y D¥g = 0. Luego, D*D¥g =
0. Luego por (2.35) se tiene que

D¢ DY {gz— %?2— <a—2 - B+ 2%2 — 2a) ﬁ} = (%2 - ﬁ) w(A).

Pero como w(gD¥) = w(—aAii+BDYaDY) = (%2 —a)w(A), se tiene que D?(gz) DV =
(o — %)M(Aﬁ), por lo tanto, por (2.31), se tiene que

«

62_a2

—

gz — ] = w(Ad)

D?DY]

Y como,

2 2 2
azfﬁzgz— QQfBQEQ— agfﬁg(% - B+ % —20a)i] = w(AW),

D?DY]

llegando a que,

2 2
b b B B a 2/ o,
D?D [az_ﬁzgg— a2_52(g—6+——2a)u+u] =0,
reduciendo se tiene
B 203 20°

D?DY]

a2 _ﬁ29£+ (a2 32 - ala? _ﬁ2)>ﬁ] =0.

Veamos que, D¥(gz)D? = v(g)D? = —gD? = (% — §)D¥@D?, entonces,

50



2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

es decir,
Dw[oﬂ — ﬁ2g§ — ] D? = 0.
Por lo tanto,
2a6 233
¢ Y - o L
D?D [az_ﬁzgg—u+u+(&2_ﬁ2 — a(oﬂ—ﬁQ))U] =0,
y agrupando de forma conveniente se tiene
2a8 233
¢ Y i _ rd -
D?D [oﬂ—ﬁ?gl u+(a2—52 a(az_ﬁz)—kl)u]—().
Sea entonces [* := aszZgg — 4y H = #gg —a+ (Cjﬁz — a(jfjﬁg) + 1)i, es claro
gue « admite la representacion
u=h+1",

«a 3 — - «a 3 — * .

donde h = (ai_g2 — a(jf_BQ) +1)'Hei* = —(Cj_ﬂm — a(a226—52) + 1)~I*, siempre y
3
cuando (azi‘; — a((ff_ﬁ?) + 1) # 0, pero esto siempre ocurre pues cuando se hallan las
raices de la ecuacion correspondiente se tiene que:
2ap 2p° 3 2 2 3

02— B a(o? = 52)+1 =0& a’—af+2a°4-25° =0 < (a+8)(a—pB)(a+28) =0,
pero de ser 8 = a, f = —a, 0 f = —5 ocurre una contradiccion con los coeficientes de
Lamé clasicos. Y como, h € Hy,,(Q2) e i* € I, 4(12), se concluye la demostracion. O

Se pudo afirmar evidentemente con este Ultimo resultado y el Teorema 10, que si @ €

Ker[L}  |NKer[L} ], entonces existen funciones h arménica, i,, 1/-inframonogénica, h,y

(o, z/;)-érménica po? la izquierda, y i, 4 (1, ¢)-inframonogénica, tales que:

h + h¢7¢ +i¢ +Z'w7¢ =0.

2.2.3. Construccion de soluciones

A continuacion se exponen teoremas relacionados con la construccion de soluciones del

sistema generalizado de Lamé-Navier a partir de determinadas clases de funciones.
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Teorema 15. Siu es arménica o (¢, 1)-inframonogénica entonces

w=uD¥ — EDwu € Ker[L},].
« o3

Demostracién. Es facil ver que si se sutituye w = uD¥ — gD% en (2.27) se tiene lo

siguiente,
52
L, w=aD?uD¥D¥ — 3D?DYuD" + BD? D¥uD¥ — “~D?D" D%y
a,f3 o
/32
= (a — —) D*uD¥ DY,
(6%

pero como u es arménica o (¢, ¥)-inframonogénica entonces efectivamente L3 ,w = 0.
aWB
O

Teorema 16. Siu es (¢, 1))-armonica por la izquierda o v -inframonogénica entonces

~ (6%
w = uD? — BD”’U € KerlL},,].
a,B
Demostracion. Evidentemente si se sustituye w = uD¥ — %Dwu en (2.27) se tiene lo
siguiente,

2
L%, @ = aD*uD’ DY — %D@%W + BD?DYuD? — aD*D¥ D%y
o,B

= (ﬁ - %2) D?D¥uD?,

pero como u es (¢, 1)-armonica por la izquierda o ¥-inframonogénica entonces efectiva-

mente ij,wif) =0. O
a?IB

Es claro que si se desea que w 0 w sean campos vectoriales de R?, tan sélo escoger
a v como una funcién escalar y que cumpla las premisas del teorema correspondiente.
Apréciese que tanto w como w se pueden representar como la suma de una funcioén hy
(¢, 1)-arménica por la izquierda y una funcién i, (¢, 1)-inframonogénica. En el caso de

w; hyy = —2DYu e iy = uD?. Mientras que para @; hyy = uD¥ e iy, = —$D%u.
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2.2 Sistema generalizado de Lamé-Navier

Obsérvese que cuando u sea un campo vectorial entonces h y; € 74, SON también (1, ¢)-

inframonogénica y (¢, ¢)-arménica por la derecha, respectivamente.

Notese también que si u € Ker[L? ], entonces claramente D¥u € Ker[L? ,]. También si
a,f a,p
u € Ker[L* ], entonces D¥u € Ker[L* . Veamos los siguiente teoremas:
a,f «

P
)/B
Teorema 17. SeaQ C R® y h € H(Q) N H, .4 (Q). Ademas, h cumple que w(DYh) =
|. Mas adn, i

—D?h. Entonces existe una funcion i € J4.,(Q2) tal que h + i € Ker|L*

a?ﬁ
puede ser representada como i = %[h + (D¥h)x).

Demostracion. Calculando directamente
L%, (h+i) = aD’hD? + BD?DYi
o,
Ba
25
— aD*hD" + %D%(Dwﬁ)

— aD?hDY + =D D¥[(D"h)z]

— aD*hDY + %m{—zﬁm — D*[u(h)]}

= —5D°DP[u(R)

— _quﬁDwﬁ
2
= 0.

Por otro lado,
D%D¥ = %[mﬁ + (D?DYR)z + w(DYh)| DY = %[D%Dw +w(Dh)DY] = 0.

Concluyendo asi que i es (¢, 1)-inframonogénica, y que entonces h+ic€ Ker[£} ,]. O
a’B

—

Teorema 18. SeaQ C R? e € J,,() N J4.4(Q2). Ademas, i cumple que D%w(i) = DYi.

Entonces existe una funcién h € 3, (Q?) tal que h+ i€k er(L% ,]. Mas aun, h puede ser
a’/B
representada como h = §[2i + (iD¥)z].
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Demostracion. Calculando directamente

ijé (h+1i) = aD’hDY + BD?D¥i
= B[2D% + (D% D¥)z + w(iD¥)|D¥ + BD® D¥7
= Bw(iD¥)D¥ + BD? D¥7
= B[—2D%DY — w(i)D¥D¥] + BD? DY

= —BD?D*w(i) + D’ DY

=0.
Por otro lado se tiene que
D®DYh = g{zmmh D?[(DYiD¥)z + v(iD)]}
= g[zmpwh D*(—2D"i — v(i)D¥)]
= 0.
Concluyendo asi que h es (¢, 1)-armonica y que h + ie Ker[ﬂ;%]. O

2.3. Conclusiones parciales

En este capitulo se da cumplimiento al objetivo general de la investigacion pues se es-
tablece una generalizacion del sistema de Lamé-Navier, se demostraron propiedades, se
describieron las soluciones del sistema, y se construyeron soluciones a partir de otras fun-
ciones determinadas. Ademas, se expusieron primeramente los resultados encontrados en
la busqueda de una férmula de representacion para las funciones (¢, 1)-inframonogénicas,
se hallaron propiedades de operadores utilizados y se inici6 el estudio de la descomposi-

cién de Almansi para dichas funciones (¢, 1)-inframonogénicas.
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Conclusiones

Al terminar la presente investigacion se puede concluir que la misma da respuesta al pro-
blema cientifico, cumple con el objetivo y las tareas de la investigacion. En sintesis, se

exponen a continuacién los principales resultados:

— Se encuentran férmulas de estructura para funciones (¢, 1))-inframonogénicas, se
demuestran propiedades de los operadores utilizados y se inicia el estudio de la

descomposicion de Almansi para dichas funciones.

— Se demuestran caracteristicas sobre la estructura de las soluciones del sistema ge-

neralizado de Lamé-Navier bajo ciertas condiciones.

— Se construyen soluciones de este sistema generalizado a partir de determinadas

clases de funciones.
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Recomendaciones

Como trabajo futuro se proponen las siguientes recomendaciones:

— Seguir investigando acerca de una posible férmula de representacion para las fun-

ciones (¢, ©)-inframonogénicas.
— Proseguir el estudio de la descomposicion de Almansi para estas funciones.

— Relacionar el sistema generalizado de Lamé-Navier con otros sistemas de ecua-

ciones en derivadas parciales de interés fisico.
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