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Resumen

Este trabajo se enmarca en el campo de las Ciencias Matematicas en la disciplina de Teoria
de Funciones Complejas e Hipercomplejas. Primeramente se desarrollan temas como los con-
juntos estructurales, el operador de Dirac generalizado DV, las funciones 1)-monogénicas y
las (¢, 1))-bimonogénicas que se introducen como las soluciones de la ecuacién D? D¥u = 0.
La invesigacion se centra en analizar si la propiedad de ser una funcién (y, 1)-bimonogénica
trasciende a todas sus partes k-vectoriales, hallar una férmula de representacién para fun-
ciones (¢, 1))-bimonogénicas, estudiar un problema de salto asociado al operador D? DY y
estudiar el problema de encontrar las soluciones de la ecuacién D¥ D¥u = 0 en un dominio
dado (2 cuya restriccion a la frontera sea una funciéon definida sobre 0f), lo que constituye
una generalizacion del clasico problema de Dirichlet para las soluciones de la ecuacion de

Laplace, ya que el operador laplaciano en R™ es un caso particular del operador D¥ D¥.
p

Palabras Clave: Andlisis de Clifford, Funcién (i, 1)-bimonogénica, Funcién -monogénica,

Problema de Dirichlet, Problema de Salto.



Abstract

This work is part of the field of Mathematical Sciences in the discipline of Complex and Hyper-
complex Function Theory. First, issues such as structural sets, the generalized Dirac operator
DV, the v-monogenic functions and the (i, ¢))-bimonogenic (which are introduced as the
solutions of the equation D¥ D¥u = 0) are treated. The investigation concentrates in to analyze
if the property of being a (¢, ¥)-bimonogenic function transcends to every k-vector part of the
function, find a representation formula for (¢, ¥)-bimonogenic functions, study a jump problem
associated with operator D¥D¥ and study the problem of find the solutions of the equation
D¥¢D%u = 0 in a given domain € whose restriction to the boundary is a function over 9.
It constitutes a generalization of the clasic Dirichlet problem for the solutions of the Laplace

equation, since the Laplacian operator in R™ is a particular case of the operator D¥ D"

Keywords: (i, 1)-bimonogenic function, -monogenic functions, Clifford Analysis, Dirichlet

problem, Jump problem.
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Introduccion

Las algebras de Clifford fueron introducidas en 1878 por William Kingdom Clifford (1845-1879)
y constituyen una generalizacién multidimensional de los numeros complejos. Estas permiten
manipular algebraicamente conceptos geométricos, lo cual ha hecho posible importantes apli-

caciones de estas a la Geometria, la Computacion y la Fisica Tedrica [7].

Las funciones con valores en algebras de Clifford constituyen el objeto de estudio de la moder-
na teoria de funciones conocida como Analisis de Clifford. La primera monografia dedicada a
esta tematica fue publicada por los autores belgas Brackx, Delanghe y Sommen en 1982 [4].

Otros resultados pioneros se deben a Moisil [13], Fueter [6], Iftimie [11] y Hestenes [10].

El Analisis de Clifford posee sus origenes en el Analisis Cuaterniénico. Este ultimo dio sus
primeros pasos cuando en 1843 R. W. Hamilton, en un intento de introducir un analogo tridi-
mensional del sistema de los nUmeros complejos, inventd los cuaterniones [8]. Luego del
hecho de que los matematicos, alrededor del afio 1830, se percataron de que el algebra de
los numeros complejos se suplantaba trabajando con vectores en el plano, Hamilton deseaba
probar si un analogo espacial del algebra de numeros complejos podria ser trabajado de modo
que las operaciones con este fueran suplantadas por vectores. El establecié que sus nuevos
numeros (los cuales fueron llamados cuaterniones) debian poseer cuatro componentes reales
y la propiedad conmutativa de la multiplicacion debia ser sacrificada. Posterior a este tra-
bajo de Hamilton esta nueva algebra fue denotada por H. Luego William Kingdon Clifford,
matematico inglés que también escribi6é sobre Filosofia, junto con Hermann Grassmann fun-
daron lo que ahora se conoce como algebra geométrica [5], siendo un caso especial las
algebras de Clifford, denominadas asi en su honor, y que son usadas contemporaneamente

en la Fisica Matematica. En estas algebras surgen resultados hermosos que generalizan en



Introduccion

algunos casos aquellos que son propios de las funciones de variable compleja, conformando

asi toda la teoria del Analisis de Clifford.

El principal operador diferencial del Analisis de Clifford es el operador de Dirac, el cual cons-

tituye una generalizacion del operador de Cauchy-Riemann en el Analisis Complejo.

En 1928, cuando Paul Dirac reformul6 la teoria relativista del electron, se encontrd con el
problema de encontrar una ecuaciéon de onda Lorentz-invariante que fuera compatible con
la solucion de Klein-Gordon, lo que requeria encontrar una factorizacion del laplaciano. Asi

surge operador de Dirac, que generalizado a dimensiéon m toma la forma

o 0
P=Y
=1
donde los ¢; son los vectores de la base canénica de R™.

Se define el operador de Dirac generalizado como

DY = P
donde v es un sistema de m vectores de R™.

No es dificil probar que la posiblidad de la factorizacién del laplaciano con el operador de
Dirac generalizado se puede conservar si y solo si 1) es una base ortonormal de R™. En ese

caso se dice que v es un conjunto estructural.

A las funciones que anulan el operador de Dirac D se les llama monogénicas. Si anulan
al operador iterado dos veces por la izquierda se dice que son bimonogeénicas. Entonces de
manera natural se definen las funciones w-monogénicasy (¢, 1)-bimonogénicas donde ¢y 1
son conjuntos estructurales. Estos conceptos pueden ser usados para resolver problemas de
frontera que generalizan los problemas clasicos para funciones monogénicas, bimonogénicas,

etc.

Las funciones bimonogénicas merecen especial atencion pues estan estrechamente rela-
cionadas con las armonicas y biarmdnicas. Estas ultimas tienen abundantes aplicaciones en
Fisica e Ingenieria, fundamentalmente asociadas a problemas de elasticidad. También son

usadas para describir imagenes por radar y flujos lentos de un fluido viscoso [2, [12].
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No se deben dejar de mencionar algunos resultados asociados a la investigacién de la ecuacién
de Lamé-Navier mediante las técnicas del Analisis de Clifford. Esta tematica constituye un
area de productiva investigacion en los ultimos afos, reduciendo el estudio de sus soluciones
a las funciones inframonogénicas y bimonogénicas [14]. Este estudio sirve, por tanto, para

contribuir al estudio de las soluciones de una ecuacion de Lamé-Navier generalizada.

En esta tesis se define un operador diferencial de segundo orden que generaliza al lapla-
ciano. Para las funciones que anulan al nuevo operador, ;,se pueden demostrar propiedades

y resultados analogos a los de las funciones arménicas?

El problema cientifico antes identificado define como objeto de investigacion la teoria de ope-

radores diferenciales y los problemas de frontera en el Analisis de Clifford.

La presente investigacién tiene como objetivo general estudiar las funciones (¢, ¥)) - bimono-

génicas.

Los objetivos especificos son obtener una férmula de representacion para funciones (¢, ¥)-
bimonogénicas, resolver un problema de salto asociado a esta clase de funciones y estudiar

un problema de Dirichlet generalizado.

El objetivo delimita el siguiente campo: el operador doble de Dirac generalizado para dos

conjuntos estructurales diferentes y las funciones (, 1)-bimonogénicas.

De aqui surgen las siguientes preguntas cientificas:

1- ¢ Se puede obtener una férmula de representacion para funciones (¢, ¥)-bimonogénicas?
2- ¢ Es posible resolver el problema de salto para funciones (¢, 1/)-bimonogénicas?

3- ¢Qué resultados se obtienen si se analiza un problema de Dirichlet generalizado para la

ecuacion D? D%y = 0?

Tareas de investigacion:

1- Obtener una férmula de representacion para funciones (¢, v)-bimonogénicas.
2- Resolver el problema de salto para funciones (y, 1)-bimonogénicas.

3- Estudiar el problema de Dirichlet generalizado.

Principales aportes:
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1- Obtencién de una férmula de representacion que permite obtener los valores de una fun-
cién (¢, v)-bimonogénica en el interior de un dominio a través de sus valores y los de sus

derivadas parciales en la frontera de dicho dominio.

2- Solucién del problema de salto para funciones (¢, v»)-bimonogénicas.

3- Prueba de que el problema de Dirichlet generalizado no siempre tiene solucién Unica.

4- Solucién parcial del problema de Dirichlet generalizado para ciertas condiciones adicionales.

En el Capitulo [1] se brindan los elementos tedricos basicos. En el Capitulo [2| se desarrollan
los principales resultados de la investigacién. La memoria escrita presenta ademas las con-

clusiones a las que se ha arribado.



Capitulo 1

Elementos Basicos del Analisis de
Clifford

En este capitulo se definen los elementos tedricos fundamentales en los que se basa la in-

vestigacion.

1.1. Algebras de Clifford

Sea {ey, e2,..., €, } Una base ortonormal de R™. Se denota por Ry, €l Algebra de Clifford
2™-dimensional sobre R generada por eq, es, . . ., e, de acuerdo a las reglas de multiplicacion
e;ej + eje; = —20; 5 donde ¢, ; es el simbolo de Kronecker. Los elementos ey : A C N,,, :=
{1,2,...,m} definen una base de Ry ,,, donde e4 = e, ---ep, Si A = {hy,..., bt} (1 <
hy <+ - <h,<m)yey=ey=1.

Cualquier a € Ry, puede ser escrito como a = ZAgNm aseq donde ay € R 0o como a =
Y reolal donde [a], es llamado k-vector y es la proyeccién de a en el subespacio de k-
vectores definido por [al, = >, 4_;, aaea (k € N), :=N,,, U {0}).

De manera que el espacio R((]l?)n (los 1-vectores) es identificado con R™ (vectores usuales). Si
se denota el espacio de k-vectores por R*)  entonces Rom =D 1o @Ré’f}n.

0,m?

Ademés , cada vector x = (z1,...,x,,) € R™ puede ser representado como

m
r = inei € ]R&)n.
i=1



1.1 Algebras de Clifford

La conjugacion se define por a = ZACNm ax€ 4, donde

6AI:<—1)k€hk"'eh1:(_1) 2 ey, Si eq=¢ep ey,

(1)

Para cada z € R ;, es notable que

T =Fr =a] + a5+ -+, = |z’ (1.1)
La extension del concepto de norma para algun a € R, ,,, es la siguiente

la|? = [aa]y = [aa)o = > a?.

Supoéngase que 2 es un dominio acotado, con frontera I" suave, en R™. Se trataran funciones
[+ Q@ = Ry, que pueden ser escritas como f(x) = ), fa(z)ea, siendo las f4 funciones de
valores reales. Propiedades como continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad para f seran
definidas a través de sus componentes f4. En particular se definen de esta manera los si-

guientes conjuntos para cualquier subconjunto £ de R™:

C*(E,Ry,,): Conjunto de todas la funciones con valores en Ry, k-veces continuamente
diferenciables en E'y C*(E,Ro,,) := Nreo C¥(E,Rom).

CO*(E,Rgm), p € (0,1]: Conjunto de todas la funciones con valores en Ry, que satis-
facen la condicién de Hélder con exponente i, 0 sea, las funciones f tales que para cada x y

cada y de £ cumplen que existe una constante positiva A de modo que

|f(x) = f(y)] < Alz —y|*.

Sea el sistema de vectores v := {u!,...,9™}, o sea, un subconjunto ordenado de R™.
Con cierto abuso de notacién, se definen ¢ := {¢!,...,¢™}. En el conjunto C'(Q, Ry ) se

definen respectivamente los operadores izquierdo y derecho de Dirac asociados a 1) como:

Z W 8m, Z 8% (1.2)

Sea A,, el operador m-dimensional de Laplace . Es facil probar que las igualdades

DY.DV =DV.DY =A,, (1.3)



1.2 Funciones y)-monogénicas

se alcanzan, si y solo si
ol Pl i = 26,5, i,j € N
Esto ocurre si
2005 =T+ = =2 [ ] = 20 ). (14)

Por lo tanto la factorizacién del laplaciano ocurre siy solo si ¢ representa una base ortonormal
de R™.

Cualquier conjunto v con esta propiedad es llamado conjunto estructural. Es evidente que v
y 1) son conjuntos estructurales simultdneamente. El caso particular mas usual de conjunto
estructural es la base canénica de R™ dada por ¢ := {ey,...,e,}. Esta base genera el
llamado operador de Dirac estandar, que coincide con el operador D mencionado y definido

en la introduccién.

1.2. Funciones y-monogénicas

Las funciones 1)>-monogénicas han sido ampliamente estudiadas en los ultimos tiempos (véase
por ejemplo [1]).

Para v y € fijados se introduce el conjunto
YI(Q, Ro,m) = {f € C1(Q,Ro,m) : DY[f] = 0}.

Definicion 1: Los elementos de Y9(, R, ,,,) son llamados funciones 1)-monogénicas (por la
izquierda en este caso). Cuando ) es la base canénica de R™ se denominaran simplemente
funciones monogénicas (por la izquierda).

Denotando por E; la solucién fundamental del operador de Laplace, m > 2

|x’27m
Ei(x) = o2 m)’
se halla la solucién fundamental (= el nucleo de Cauchy para la teoria correspondiente) del

operador DY la cual es dada, gracias a la factorizacion del laplaciano, por:

Ky(z) = DV [By] (2) = —



1.2 Funciones y)-monogénicas

Aqui = > sl x = Yo wie; Y wyy, es el area de la esfera unitaria en R™.
El nucleo K, tiene las importantes propiedades:
1. K¢ € COO(Rm\{O},RO,m):

2. Ky € YOMR™\{0}, Ron)-

1.2.1. Formula de Stokes

Uno de los hechos mas cruciales del Andlisis de Clifford es la existencia de una féormula de

Stokes (véase [1] ) que puede ser escrita para un conjunto estructural arbitrario ) en la forma:

/Fg(ﬁ)nzp(ﬁ)f(ﬁ) dl'e = /Q([g(é)Dw]f(ﬁ)Jrg(f)[D‘” FEDde, (1.5)

para f,g € CH(Q,Rgm), con ny (&) = S0, ni(€)v; y ny(€) la i-ésima componente del vec-
tor normal unitario en I' en el punto £ € I' (recuérdese que se esta trabajando con fronteras
suaves). Aqui la integracion en el miembro izquierdo es de superficie y en el miembro derecho
es de volumen m-dimensional.

Es facil ver que la norma de n,, es también uno. Demostracion:

[y ()] = ny(z)ny(z) = an =1

Por tanto
[ny(x)] =1,

1.2.2. Operadores integrales

El nacleo de Cauchy genera las siguientes integrales:

VTalflia) =~ | Kule-x)f() e, xR

YErlf|(z) = | Ky(§ —2)ny(€)f(§) dle, x ¢T.



1.2 Funciones y)-monogénicas

La primera es una generalizacion de la transformada usual de Teodorescu y la segunda re-
presenta la integral de Cauchy que constituye una funcién >-monogénica fuera de I'.

La versién singular de ¥ Kr[f] en I, denotada por ¥ Sr[f], es dada por

YSe[f](2) == 2 lim Kp(€ — 2)np()f(€) dTe, z€T,

e—0 Jmr,
donde I'. es la parte de I' que queda dentro de la bola de centro en z y radio ¢.
Ahora se introducen las notaciones 2, := Qy Q_ := R™ \ Q, entonces de acuerdo con [{]
se tiene el siguiente teorema:
Teorema(Férmula de Plemelj-Sokhotski): Sea f € C%*(T',Ry,,), # € (0,1]. Entonces se
tiene que:

YKE[fI() = lim_ VKp[f](r) = % [“Sel 1) £ £(1)] -

Qi s5z—tel

1.2.3. Foérmula de Cauchy

La férmula de Stokes lleva immediatamente a una importante consecuencia.
Teorema (Férmula de Borel-Pompeiu):
Sea 2 C R™ un dominio acotado con frontera suave. Sea f € C*(Q, Ry,,,). Entonces

f(z) sixzeq,

_ (16
0 siz e R™\ Q. (1-6)

/F Ky (€ — 2)ny(€)£(€) T — / K, (€ — )" DIf)(€)dé = {

Demostracion:

Primeramente se considerara el caso en que = sea un punto interior. Denotando B.(z) la
bola con centro en z, radio ¢, sea €. := Q \ B.(z). La frontera de este Ultimo dominio es
0G. = 0GU(—S.), donde S. es la frontera de B.. La orientacién de la normal sobre S.(x) es
tomada con signo menos. Ahora se puede aplicar el teorema de Stokes en €. a las funciones
Ky(& — )y f(&), siendo ¢ la variable de integracion. Como K (& — z) es una funcién -

monogénica se obtiene:

/F Ky (€ — 2y (€)£(€) dT — / Ky (€ — 2)nyl€) £(€) T = / Ky (€ — 2)[D¥ F(€))de.
: : (1.7)
E—x (& — )y

En SE, n(f) = |§—$, IUegO nw(g) = W

Entonces,
(& — )5

Wm|£ _ x|m+1'

Ky(§ = z)ny(€) = -
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Ahora usando (2.7),
1

wm|f - $|m71‘

Ky (& —x)nyg(§) =

Hace falta probar que la segunda integral en (1.7) tiende a f(z) cuando ¢ tiende a cero.

i, [ K (€~ ol = i ([ (000 = 1)

e—0 S e—0 Wi
1>

Para ¢ — 0 la integral del miembro derecho en (1.7) existe y esto prueba la Férmula de
Borel-Pompeiu para lo puntos interiores. Para los puntos exteriores es simplemente repetir la
demostracion anterior pero sin excluir la vecindad del punto x ya que en este caso no hay
singularidad.

La Férmula de Borel-Pompeiu tiene una consecuencia inmediata que es de gran importancia,
una férmula de representacién que permite obtener los valores de una funcién >-monogénica
en el interior de un dominio a través de sus valores en la frontera de dicho dominio.

Férmula Integral de Cauchy: Sea x € (2 C R™, () acotado con frontera suave. Sea f una

funcion y-monogénica. Entonces

z) = / Ky (€ — )0y (€)1(£) dTe.

10



Conclusiones parciales

Conclusiones parciales

En este capitulo se recordaron los fundamentos basicos del Andlisis de Clifford. Se definié
un operador de Dirac generalizado donde aparece otro sistema de vectores en lugar de la
base candnica con la condicién de que mantuviera la propiedad de factorizar al laplaciano
para lo que se buscd una condicién necesaria y suficiente de manera tal que esto ocurra.
A los sistemas que satisfacen esa condicién se les llamé conjuntos estructurales. Con el
nuevo operador surge de manera natural la definicion de funcién 1)-monogénica como una
generalizacién del concepto de funcién monogénica. Ademas se vio la existencia de férmulas
de Stokes y de Borel-Pompeiu con el operador generalizado asi como una formula de Cauchy
que permite obtener los valores de una funcion >-monogénica en el interior de un dominio a

través de sus valores en la frontera de dicho dominio.

11



Capitulo 2

Formula de representacion y problemas
de frontera para funciones (¢, 1)) -
bimonogeénicas

En este capitulo se definen las funciones (, 1)-bimonogénicas como una generalizacion de
las funciones armonicas. Luego se pasa a mostrar los principales aportes de la investigacion.
Se busca una férmula que permita obtener los valores de una funcién (¢, v»)-bimonogénica en
el interior de un dominio a través de los valores de ella y sus derivadas parciales en la frontera
de dicho dominio. Luego, con ayuda de dicha férmula, se estudian problemas de contorno que
generalizan problemas clasicos como el problema del salto y el problema de Dirichlet.

Son tratadas funciones definidas en dominios acotados y simplemente conexos de R™ y con
valores en Ry ,,,, con derivadas parciales continuas hasta el segundo orden en la clausura de

dicho dominio. Ademas se supone que las fronteras de dichos dominios son suaves.

2.1. Las funciones (, v))-bimonogénicas

Los conjuntos estructurales permiten construir un operador diferencial de segundo orden que
generaliza al laplaciano: el operador D¥ DY
Definiciéon 2: Sean ¢ y i) dos conjuntos estructurales fijados. Se dird que una funciéon [ €

C%(Q, Ry,) es (¢, )-bimonogénica en 2 (por la izquierda en este caso) si DYDY f = 0.

12



2.1 Las funciones (¢, ©’)-bimonogénicas

En lo que sigue los conceptos introducidos en las definiciones 1 y 2 se supondran por la
izquierda sin especificarlo a menos que se diga lo contrario.

Observe que si en la Definicion 2 los conjuntos estructurales ¢ y 1 son conjugados se tendra
que D¥DY¥ = D¥D¥% = A , por lo que las arménicas, también llamadas bimonogénicas, son
un caso particular de (¢, 1))-bimonogénicas.

El trabajo con las funciones arménicas suele facilitarse significativamente usando la propiedad
de que una funcién con valores en el algebra de Clifford es armonica si y solo si sus compo-
nentes reales lo son. Esto obviamente también es vélido para sus correspondientes partes
k-vectoriales. Por esta razdn es importante analizar si existe un analogo para las funciones
(¢, 1)-bimonogénicas.

Si todas las partes k-vectoriales de una funcién f son (¢, 1)-bimonogénicas entonces

D?DYf = D?DY(> [flk) = tiDwmk = 0.

k=1 k=1
Esto implica que f sera también (¢, v))-bimonogénica. A continuacién se ejemplificaré que el

reciproco no se cumple.

Sea la funcion f : R* — R 3 dada por f = [f]o + [f]» donde

[f]o = T2

y
[fle = %ﬁ Y1) + %xng%
con
Y = (61762763)5
¢ = (¢17¢27¢3>
donde
1
,lvbl = %(1727 1)7
1
¢2 = E(27 17 _4)7
1
1/}3 = \/ﬁ(ga _27 1)



2.2 Formula de representacion

Se puede ver que

1
@Z)ﬂﬂg = T6(—2 +eje9 — 46163 + 46261 —2— 86263 + 26361 + €362 + 4)
1
== \/?_6(—36162 — 66163 — 96263)
y que Y910, = —1h11)y por propiedad de los conjuntos estructurales.

De aqui que 1 1)q, P91y € R@,
Como en este caso

2 2 2 92
DYDY — i —s
; o 877 + 0192 021019 + @2ty Dadts

se tiene que

D?DY([fo) = e1t2 + exthy = L[61(261 + ey — 4de3)| + L[62(61 +2ey +e3)] =

Vot ve
— \/%(_2 + ereg — dejes) + %[(_6162 — 2+ ezes)] # 0,

D@Dw(mﬁ = el(w%)% + 62(%)2% = —(e12 + eth1) # 0.

Sin embargo
D?D¥ f = D?D¥[f]y + D¥D¥[f]> = 0.

2.2. Foérmula de representacion

En la busqueda de una férmula de representacion para las funciones (, 1)-bimonogénicas
el primer problema que se necesita resolver es buscar la solucion fundamental del operador
D¥DY. Esto es buscar una funcion K, (x) que anule el operador para todo valor no nulo de
x (véase [9]).

Se denotara por E, la solucién fundamental del operador /A2, suponiendo m > 3. Entonces,

acorde a [3],

| T |47m

T 2w (2—m)(d—m)’

E2 (I)

14



2.2 Formula de representacion

donde w,,, denota el area de la esfera unitaria en R™.

Como
DYDY DY D¥ = D?(—=A)D? = — A D?D? = (—A)Q = A2,

al denotar por K, (z) = DV D?(FE,(z)) se tiene que K., es solucion fundamental del ope-
rador D¥ DY

Seguidamente se calcula K ().

0 0 & 91a oo
g (1) = g (o)) = Gt 2(e0)

Luego

= a|x|a’2x¢,

D?|z|* = Z@z

donde para un elemento arbitrario x de R™ y cualquier conjunto estructural ¢ se define z,,

como .
= Z LiPi-
=1
Por tanto, )
DcpE ( ) |.CE’ Lo
2w (2 —m)
Luego

K pu(2) = DY D? Ey(a Z%—W&)

i (2 —m)|z| "z, + 2> ", _ (2 = m)|z| ™ zyx, + |22 Vi
s 2w, (2 —m) 2(2 —m)wpn ’

Mas adelante se vera que también es necesarlo calcular

1 . | | -
D¢Ke0w(x> = 2w D¢(’$| TyTy + Zz 12/’2901) =
— 1 S —m—2 — Dw| &
= W{Z Yi[—m|z| Tyl + || (Typi + Yizy)] + Z%%
mooi=1

1 . o m m . m
- ﬂ[—mm 2z, + |2l Z¢ix¢¢i + Z Yix, + || My Zwigoi].
m i=1 i=1 i=1
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2.2 Formula de representacion

Al tener en cuenta que
LopLop = (Z mz‘?z)(z ;) = Z 77 + Z Z T 0i);
i=1 i=1 i=1 j=1,j7i

y observar la definicidn de conjunto estructural se llega a

al = —|zf?. (2.1)

Por tanto,
1 m m
DwKW/)(x> Yo, [m|:v| Ty + |:E| E %%% mxso) + |J7| Lo E Q,Dz%@z

i=1 i=1

- 2(,0 Z wlxd}gpl + Ty Z wz%

=1

|§l} Z Z xﬂbﬂ/}]@z + Zl’z¢ (Y2J) + Z Z IJ¢]¢1901 =+ Z;pﬂb QPz

i=1 j=1,j7# i=1 j=1,j7#i
|$’_m Z Z x]'ijispl sz% + Z Z QTJ'QD]'QDlSOZ sz%
i=1 j=1,j i=1 j=1,j7#i
—m m
2wm Z wm|x|m 22)

=1
Por la férmula de Borel-Pompeiu

w C UN. .

Ahora aplicando dicha férmula a wa(f) pero en la base ¢ se tiene

€= oD 1 [ C=¢ o pew(@du(é
P TGOl [ S DDA lin((). @

Aqui para abreviar se empleo la notacion



2.2 Formula de representacion

> L[ €= €0

alC,2) = — [ 22 ST 5e g,

€)= e ariegn®
Sustituyendo en

v L a(l, z)d?o Yw
- [T oo - - [ et p e
+Z}.Qc¢gznpw0¢w@ﬂdv@y (2.5

Sea

_ (5 )w )
R L SL (]

Sea ¢ > 0 arbitrario el radio de una bola con centro en ( € R™, (N un punto arbitrario de dicha
bola, z un punto exterior a ella y ¥ un conjunto estructural cualquiera. Entonces existe una

constante c tal que:
(€= 2)ul _
¢ = z|m

Para probar esto sea ¢, > 0 fijado de manera tal que € < ¢y < dist(z, C-(¢)). Entonces

<cm. (2.6)

IC — 2| > dist(z,C-(C)) > dist(z,Coy(C)) i=co = | — 2" < o 7™,

como ¢ es fijo ¢y es constante. Ademas

m

Z —z Hw<2\ —2)i| < m|¢ -z, (2.7)

Luego
(€= 2)pl _mIC—2] _
¢ =z ~ IC —z|™
como se habia afirmado.
Entonces usando (2.6)

<ml -z <me ™ i=cm

s [ emd QK0

</ emlavo(@) 2= <7 = QullC = Ol +1C = P S5, el
¢~

2wn|2 — m|
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2.2 Formula de representacion

Ahora para un conjunto estructural arbitrario ¢ se cumple lo siguiente:

C=¢l<e=1(C~¢) Zc <>||gozr<gz|%|<gm

yaque (¢ — Ol < I1C— ¢l A lpil = 1Vi € [1,m].

Por tanto
(€ = Q)y| < em. (2.8)
De aqui que
cm _ T smmy 21 A2 S s2-m - A (F
1< oy J 2l =i =P+ ic=d @wmd o(Q)|

_ 2 mo o 5 .
el [ (e o )

2w, |2 — m)|

m(|2 = m|m? + | 3712, igi])

2w, |2 — m)|

[ QI = ¢lar )l
I¢—=Cl=e

Luego 9
m(|2 —mm? + | >0 i) F 12T AT(C
2w |2 — m| /2{|6K el

eml(2 = S U)o eml2 = mim? [ S i)
202 — m] 2|2 —m| '

Portantoe — 0= I, — 0.

L] <&

Sea
_ (E—Z)w P P Odo(E) = — (g—z)w (Ejg)w ().
& /|<< o el ) /|z—<|<s =D wmle = )

Usando (2.6) y (2-8):

Ll <== [ 1¢= ¢ ml = ¢llde(Q)].
m JI(—(|<e

Haciendo ¢ — ¢ = rx, x| = 1,0 < r < &, dv({) = ™ 'dr dz (vease [7])
][2]<—// 1mm1d7“da:—— dr/
|z|=1 |z|=1
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2.2 Formula de representacion

Luegoe — 0= I, — 0.

Asi se tendra entonces que

Koy(C,2) = a((, 2) + a(C, 2), (2.9)
donde
Luego
— 2o
wm/|¢_z|m (@ = QD7

Aplicando el Teorema de Stokes y teniendo en cuenta que Kw(f — () = D¥D¥E,(C — () se

llega a

d(c:z)D“"—i/Q{[@ ~ e U (- oDw@—)wam ) D}du(d)

¢ = 2)[™ ¢ —=2)Im

1 (5—2)111 © x O do(E __L (E—z)w o o - :
_EAE:WWAMCMWW%-%AFJWDDMmgW@

(aqui se tuvo en cuenta que Fs(x) solo toma valores reales).

Por tanto -

N 1 (—z ~ ~

a7 = [ LZD A A - Qi) = 0.

Wi Ja |¢ = 2)™
Por el Teorema de Stokes nuevamente:
1 . 1 _
- [ @D + - [ al¢ADTDw(ld) =0,
Wm Jr Wm JO

Sumando este miembro izquierdo nulo a la representacion (2.5) y observando (2.9) se obtiene

la siguiente relacién

we) == [EE2 a0~ [ Koulc = 2) ol ulc)+

+ / K (€ — 2)[D? D¥w(C)]dv(C).
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2.3 Problemas de frontera

De aqui que si la funcién w es (¢, 1)-bimonogénica en () se obtiene la siguiente férmula de
tipo Cauchy:
L [(C—2)y

w(z) = w Jr ¢ =2

o (CYw(C) — / Kopu(C — 2) d*a () D*w(C),

que permite obtener los valores de una funcién (¢, 1)-bimonogénica en el interior de un do-

minio a través de los valores de ella 'y sus derivadas parciales en la frontera de dicho dominio.

2.3. Problemas de frontera

Como ya se ha visto las funciones (¢, 1’)-bimonogénicas constituyen una generalizacion de
las funciones armonicas. Estas ultimas por su importancia han sido ampliamente estudiadas,
por ejemplo, en la consideracién de problemas de frontera de tipos Neumann y Dirichlet.
En esta seccion se estudiaran dos de los problemas clasicos generalizados para funciones

(¢, 1)-bimonogénicas.

2.3.1. Problema de salto para funciones (¢, v))-bimonogénicas

Se le conoce como problema de salto al problema de hallar una funcién que anula determina-
do operador diferencial dada la resta entre los valores limites interior y exterior que experimen-
ta dicha funcién cuando la variable tiende a un punto de la frontera de un dominio acotado, o
sea, "su salto".

Ahora se estudia un problema de salto de la forma siguiente.

Sean las funciones de Hélder w; y wy definidas sobre la frontera de un dominio €2. Encontrar

las soluciones de la ecuacion
D?D%w = 0
en 2, U Q_ que satisfacen las siguientes condiciones de salto sobre I'

wt —w™ = wy,

DYwt — D¥w™ = ws,
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2.3 Problemas de frontera

donde €2, y €2 son los dominios interior y exterior respectivamente determinados por una
superficie cerrada simple y suave I' de R™.

A continuacién se demostrara que la funcion dada por

w(z) = b dea(g)wl(o%—/rwa(g—z)d“’a(@wﬂ(), 2z € Q. UQ_, (2.10)

Wm Jr |C - Z|m
es solucioén del problema planteado.

Primero se demostrara la existencia en el sentido impropio de la integral

F(2) = [ Kosl¢ =2 do(Qunlc), 2 €T

SeanC(e) ={z e R":|z—z|<e}, . =T'NC(e)y

1) = [ Kolg = 2) dPa(Qun(c), 2 €T

Entonces

[1(2)] < 5 Koy (€ = 2) dPo(Qua()| < ¢ 5 [ Kou (€ = 2)[ [d7a ()] [w2(C)]
para alguna constante c. Como wy es continua en I'. alcanza un maximo en ella que se
denotara por M. Luego

[1(2)] < eM 5 |Kou(C = 2| d7a(Q)] = eM . [ Kou (€ = 2)[Ine(€) dT= ()],

de donde
1] < M [ K osl¢ = 2IALL(O)
L.

Ademas denotando s := M se tiene
2—m
Ko(C— 7)) = ISIC—2|2+(C—2)¢(C—z>@’< 1 slC— 2 +1(C = 2),(¢ — 2)yl
o 2wm ’C - Zlm B 2wm |C - Z’m '

Luego para cierta constante C

1 slC— 2P+ Cl(¢ = 2),[1(¢ — 2)|
K —2)| < .
| sow(c z)| < 2, ¢ — z|m
Aplicando (2.7) dos veces
1 s|¢—z2P+Cm?|¢ — 2> s+Cm?

Koy(C—2)| < = — 2
| ‘PTP(C Z)|—2wm |C—Z|m 2wm |€ Z|
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2.3 Problemas de frontera

Por tanto
I(z)| <¢ [ [¢—z*dl(C)
.

donde ¢ es constante. Este integrando posee singularidad de orden m — 2 y como I tiene

dimensiéon m — 1 esta integral tiende a cero.

Ahora se pasa a verificar la continuidad de £’ en un punto arbitrario ¢ de I'.

Para ello primeramente se plantea la diferencia

F(t) — F(z) = / (K s (€ — 1) — K pplC — 2)}d?0()un(©).

r

Sumando y restando ws(t) al integrando y agrupando convenientemente

F(t) - F(z) = /F[Kw(C — 1) = Ky (€ = 2)]d70 () [w(¢) — wa(t)]+

H [ Kool¢ = 070(0) = [ Kosl¢ = 0o0(Olualt) @11
r r
Como se vio en la demostracion anterior la singularidad de K, es menor que la de la I'.

Luego se puede aplicar el Teorema de Stokes para las dos ultimas integrales de [2.11]:
/wa (—t)d?o /Kw —t)dQ((),

/KW (—2)d%o /K¢ ¢ — 2)dQ(Q).

Notese que se uso el hecho de que (K ) D? = (DY D¥Ey)D? = DY (— A Ey) = —DVE,; =
—K; = Ky (aqui E; denota la solucion fundamental del laplaciano).

Como la funcién constante igual a 1 pertenece al espacio de Sobolev Wf para cualesquiera
valores enteros positivos de p y k sus transformadas generalizadas de Teodorescu existen y
son funciones continuas (véase [1], pagina 1145).

Luego el problema de analizar la continuidad de F' se reduce a analizar la pequefiez de

Fet) = / K (€ — ) — Kpo(C — 240 () [unlC) — walt)],
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2.3 Problemas de frontera

ya que la diferencia entre F(t) — F/(z) y F(z,t) es una funcién continua.

Por ser wy continua y denotando por una conveniencia que se vera después

Ci=2 K — 2)|dl’
c /F ’ ww@ Z)| (C)
se tiene que

Ve > 0 36:|C—t!<5:>|w2(§)—w2()\<% (2.12)

Sean C() ={z e R™: |z —t| <}, Ts =T NC(J).
Evidentemente

/KW — 2) 0 (O)ws(C) — wa(t)] =

= [ EalC =2 0@ —wa0]+ [ Konl€ =2 a7 Ofan(€) —wate)]

Como el punto ¢ esta fuera de I' \ I's la primera integral define una funcién continua de la
variable z, por tanto
|z —t|<6,0<0=

| Koyp(C = 2) dP0(Q)[w(¢) — wa(t)] — Kop(¢ = 1) d(Q)wa(Q) — wa(t)] | < .

I\l M\T's 2

Ademas

| KW( - 2) dwU(C)[wz(C)—wz(t)]—/F Koyp(C = 1) d?o(Q)[wa(C) — wa(t)] | <

[ Ky (¢ = 2) = Koy (¢ = £)[[w2(¢) — wa(8)[dT'(C)

Ts
para cierta constante a. Usando (2.12)

| / K pi(C — 2) d#0(O)fun(C) — wa(t)] — / K¢ — 1) 20 (O)ua(C) — wa(2)] |

< 5 | 1KaulC = 2) = KpplC = )ldr(Q)
Ts
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2.3 Problemas de frontera

| ™

< o 1SalC = M) + [ 1Kl = 01N < o [ 1K (¢ - )] <

C
(2.1

-PM

)
Con (2.13) y (2.14) ha quedado demostrada la continuidad de F'.

Ahora bien,

Deptw = -0 [ D Qun(c) + DDY [ Koul = 2)0(Oualc),

estoVze Q, UQ_.

Usando la continuidad de la funcion definida por la segunda integral

Dept = -0 [ Qun(@) + [1D°D Kol — 2o Oualc)

y aplicando (2.2) se tiene que

DPDYw=~DDY / Hdw ©un(6) + [[D°K(¢ ~ o)

0°p* - [T e(ui(o)

Perocomo z # (en Q. US)_ se cumple que
D?D%w(z) = D?(0) =0 VYz€Q UN_.
Solo faltaria por verificar las condiciones de frontera:
wh —w =w, (2.15)

DYw™ — DYw™ = ws. (2.16)
Como la segunda integral de (2.10) es continua a través de I' el salto de w es simplemente
el salto de la primera integral la cual por tiene salto w;. Asi queda probada la férmula
(2.15).
Aplicando D¥ a ambos miembros de (2.10)

DUule) = -0 [EZ 2 0(0un0)+ DY [ Koule ~ 2)0(ualc) =
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2.3 Problemas de frontera

= [ e (o).

Wm Jr |C - Z‘m
Nuevamente usando la férmula de Plemelj-Sokhotski se tiene que el salto de D¥w es w, y de
esta forma se comprueba (2.16). Por ende, (2.10) es solucién del problema planteado.

2.3.2. Problema de Dirichlet generalizado

Se le conoce como problema de Dirichlet al problema de hallar una funcién arménica en un
dominio acotado si es conocido su valor en la frontera.
Como las funciones arménicas son un caso particular de las funciones (¢, ¥)-bimonogénicas

surge de manera natural estudiar un problema de Dirichlet del tipo:

D¥D%w = 0en (),

w‘F:fi

donde I' = 02 es una superficie cerrada simple y suave de R™ .

La resolucion de este problema generalizado es mas complicada que el problema clasico ya
gue los métodos convencionales para la resolucién del problema original requieren el uso de
un principio del médulo maximo para funciones armonicas, el cual no es generalizable a las
funciones (¢, 1)-bimonogénicas, como muestra el siguiente ejemplo:

Sea la funcion f(z) = —a2% — 23 — 23 — 22 + 1, x € Q, donde ( es la bola tetradimensional

centrada en el origen con radio 1. Sean ¢ = (eq, €3, €3,¢€4), ¥ = (e, €1, €4, €3).

of 0 9 af  of 9 0 of
eV £ —
DeD f (61 (%1 + 6231’2 * 6381‘3 + 648[)34)(6281171 te 85(]2 * 6481'3 + 6381’4)
82 82 82 2
= 61628—x% + 62618_x% + 63648_1,% + 64638_13?1 = —26162 — 26261 — 26364 — 26463 =0

Por tanto f es (¢, 1)-bimonogénica en 2. Ademas por la geometria de 2
—a? -k -2k -2t = (2 a5tk +ad) €[-1,0], VreQ.

Luego Vx € Q f(z) € [0,1] = |f(x)| € [0,1], y como |f(0)] = 1y 0 € Q esto significa que

no hay principio del médulo méaximo para funciones (¢, 1»)-bimonogénicas.
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2.3 Problemas de frontera

Ademas se observa que f/r = 0, sin embargo f es una funcién no nula en €. Esto quiere
decir que este problema de tipo Dirichlet en general no tiene solucién unica ya que la funcién

f es solucién del problema

D¥D%w =0en (),
’UJ/F =0

el cual tiene también como solucion a la funcion idénticamente nula. Por tanto parar resolver
el problema sera necesario asumir condiciones adicionales.
Se vera que si el miembro derecho satisface ciertas condiciones se pueden encontrar fun-

ciones g y h tales que la solucion del problema viene dada por

6(2) =~ [ S 2av0((0) + [ ale = 2o@uie. @1

_E r|¢—z™
Para investigar cudles son dichas condiciones se plantea:
f(t) = lim G(2), z € O,
de donde, usando la continuidad de la segunda integral,
o , 1 (€ —2)y 0 ©
f(t) == lm — [ =——""d%0(C)g(¢) + | Kpu(C —t)d?o(Q)h(C), z € Q.
r r
Despejando y usando[1.2.2}
1
[ Kaal6 = 00O = 50 - 5(Eale) + 9(0) 219
r
donde S{¢(t) denota la versién singular de la integral

[ Kot~ e c1a(0)

En general dada una funcién f es complicado encontrar si existen funciones ¢ y h que sa-
tisfagan la igualdad anterior. Sin embargo dicha ecuacion permite resolver el problema para
ciertos casos particulares no triviales de f.

Ejemplo:

t
Sea f(t) = F(t) — -£, donde F es una funcién que sea el valor limite de alguna funcion
m
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2.3 Problemas de frontera

1-monogénica en ).

En este caso

F(2) = — 1im = [ =20 ooy mie) = %(S}”F(z&) +F(@®) (2.19)

2=t Wy Jr |C - Z|m

Témese en g(t) = F(t)y h(t) = 1. Como ya se vio anteriormente, por el Teorema de
Stokes,

/KW ¢ —t)d?o /Kw — 2)dQ(()
de donde
[ Kaslc = 0070(0) = =12 2.20)
Sustituyendo (2.19) y (2.20) en (2.18) se verifica la |gualdad necesitada.
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2.3 Problemas de frontera

Conclusiones parciales

En este capitulo se introdujo un operador diferencial de segundo orden que generaliza al
laplaciano y que, por ende, conlleva a una generalizacion para las funciones armoénicas, las
llamadas funciones (, 1))-bimonogénicas. Primeramente se observa con un contragjemplo
como el trabajo con las mismas es mas complicado que el trabajo con las arménicas por
la no conservacién de una importante propiedad de estas ultimas. Luego se obtiene una
férmula que permite obtener los valores de una funcién (,1)-bimonogénica en el interior
de un dominio a través de de los valores de ella y su derivadas parciales en la frontera de
dicho dominio. Esto posibilita analizar problemas de frontera que generalizan los problemas
clasicos para funciones arménicas. Primeramente se logra resolver el problema de hallar una
funcién (i, 1))-bimonogénica dado el salto que experimenta en la frontera. Luego se estudia
un problema de Dirichlet generalizado para el cual se obtiene una solucién bajo condiciones

adicionales.
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Conclusiones

La investigacidon desarrollada cumplié el objetivo planteado y se obtuvieron fundamentalmente

los siguientes resultados:

1- Definicion de las funciones (¢, 1»)-bimonogénicas como soluciones de la ecuacion diferen-

cial D¥ DY f = 0 donde D¥ DY es un operador que generaliza al laplaciano.

2- Demostracién mediante un contraejemplo de que, a diferencia de las funciones armdnicas,
la propiedad de ser una funcién (i, 1)-bimonogénica no trasciende a todas sus partes k-

vectoriales.

3- Obtencién de una férmula de representacion que permite obtener los valores de una fun-
cién (¢, v)-bimonogénica en el interior de un dominio a través de los valores de ella y sus

derivadas parciales en la frontera de dicho dominio.
4- Solucion del problema del salto para el operador D¥ DY,

5- Demostracidén mediante un contraejemplo de que el principio del médulo maximo que
se cumple para las funciones armoénicas no se puede generalizar a las funciones (i, 1)-

bimonogénicas.

6- Demostracién de que a diferencia del problema de Dirichlet clésico el generalizado para el

operador D? D¥ no necesariamente tiene solucion Unica.

7- Solucién parcial del problema de Dirichlet generalizado bajo condiciones adicionales.
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Recomendaciones

Como futuros trabajos en torno a los resultados obtenidos se recomienda:
1- Considerar clases de superficies mas generales que las suaves.

2- Considerar el problema de Dirichlet para clases de funciones mas generales en el miembro

derecho.
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